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INTRODUCERE

Consideratii privind conceptul de sistem iterativ de functii con-
stituit din contractii

Dat un spatiu metric complet (X, d) si o familie finitd de contractii (f;)er,
unde f; : X — X, putem considera functia F' : P.,(X) — P.,(X) datd de
F(K) = U f;(K) pentru orice K € P,,(X), unde P.,(X) semnificd familia

i€l

submultimilor compacte nevide ale lui X. Atunci existd un unic element
A € P,(X) cu proprietatea ci A = F(A). In plus, sirul (FIY(K)),en con-
verge (in metrica Hausdorff-Pompeiu) la A pentru orice K € P,.,(X), unde
FI"l semnifici compunerea lui F cu ea insisi de n ori. Multimea A poarts
numele de atractorul sistemului iterativ de functii constituit din contractii
S = ((X,d), (fi)ier) si se noteaza cu Ag, iar F' poarta numele de operatorul
fractal asociat sistemului S si se noteaza cu Fgs.

Acest rezultat a fost demonstrat de J. Hutchinson (vezi [41]) si popularizat
de M. Barnsley (vezi [10]), insa el a fost prefigurat de Moran (vezi [76]) si
de R.F. Williams (vezi [103]). Ideea demonstratiei lui Hutchinson consté in
utilizarea principiului contractiilor pentru Fjs.

Dat un spatiu metric complet (X,d), putem considera Axq = {K €
P.,(X) |existd un sistem iterativ de functii constituit din contractii S =
((X,d), (fi)icr) astfel incat K = As}. Pe de o parte, printre elementele
multimilor Ay, unde (X,d) parcurge multimea spatiilor metrice com-
plete, care se numesc fractali de tip Hutchinson-Barnsley, regasim majori-
tatea multimilor fractale clasice, precum multimea triadica a lui Cantor,
triunghiul lui Sierpinski, curba lui Von Koch sau feriga lui Barnsley. Pe de
alta parte, elemente din P,(X) \ A(x,q), pentru diverse spatii metrice com-
plete (X, d), au fost construite de M. Kwiecinski (vezi [54]), S. Crovisier si
M. Rams (vezi [24]), L. L. Stacho si L.I. Szabo (vezi [97]) M.J. Sanders (vezi
[88]), M. Kulczycki si M. Nowak (vezi [52]) si de T. Banakh gi M. Nowak
(vezi [9]).

E. D’Aniello si T.H. Steele (vezi [27]) au aratat ca daca (X, d) este com-
pact, atunci A(x qy este o submultime de tip F;, a lui (P, (X), H), unde H de-
semneazs metrica Hausdorfl-Pompeiu pe X . In plus, ei au ardtat c& A0,11,0)

si Pop([0,1]) . A(po,1),a) sunt dense in P.,([0, 1]), unde [0, 1] este inzestrat cu
metrica euclidiana.



Consideratii privind conceptul de sistem iterativ de functii con-
stituit din contractii si cu probabilitati

Problema existentei si unicitatii masurii invariante a operatorilor de tip
Markov asociati sistemelor iterative de functii constituite din contractii si cu
probabilitdti a fost initatd de J. Hutchinson (vezi [41]).

Motivatia acestui studiu consta in faptul ca intrucat exista sisteme itera-
tive de functii constituite din contractii care au acelasi atractor, in multe apli-
catii, este mult mai usor sa utilizam atractorul unui astfel de sistem atunci
cand dispunem de structuri suplimentare (agsa cum este masura invarianta
mentionata anterior) pe el.

Aceastd problematica a fost tratatd si in contexte mai largi (vezi [23],
[42], [57], [61], [63], [71], [77], [92] si [101]).

Aplicatii ale sistemelor iterative de functii cu probabilitati sunt mentio-
nate in lucrarile [83] -in leg&tura cu dinamica populatiei si raspandirea tuberculozei-
, [47] si [20] -in legdtura cu unele modele de invitare-, [11] i [15].

Motivatia alegerii temei de cercetare

Utilitatea conceptului de sistem iterativ de functii constituit din con-
tractii este subliniatd de Teorema Colajului (datorata lui M. Barnsley) care
caracterizeaza un sistem iterativ de functii constituit din contractii al carui
atractor este apropiat (in metrica Hausdorff-Pompeiu) de o multime presta-
bilita. Mai precis, trebuie determinata o multime finita de contractii pe un
spatiu metric complet (care si contind multimea prestabilitd) cu proprietatea
cd aceasta este apropiatd (in metrica Hausdorff-Pompeiu) de reuniunea (i.e.
colajul) imaginilor ei prin respectivele contractii. Aceastd posibilitate de a
reconstrui imagini utilizand sisteme iterative de functii a fost folosita cu mare
succes in compresia datelor.

Cele descrise mai sus au aratat ca o cale de a largi clasa fractalilor de
tip Hutchinson-Barnsley este data de cautarea raspunsului la urmatoarea
intrebare: Ce conditii trebuie impuse asupra spatiului X si asupra functiilor
fi pentru a ne asigura ca Fs este operator Picard? Una dintre directiile de
cercetare generate de intrebarea anterioara este urmarirea unui raspuns care
sa implice considerarea unor functii care sa apartina unor clase de operatori
Picard care sunt mai largi decét clasa contractiilor.

Prezenta lucrare trateaza urmatoarele teme:

- sistemele iterative de functii constituite din contractii convexe general-
izate in cadrul b-spatiilor metrice (tari) complete;
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- sistemele iterative de functii constituite din ¢-max-contractii (in parti-
cular cele constituie din contractii Matkowski si cele constituite din contractii
convexe).

Motivatia elaborarii prezentei teze este data de apartenenta temelor tratate
la directia de cercetare expusa mai sus care are drept tel extinderea clasei
fractalilor de tip Hutchinson-Barnsley.

Structura lucrarii

In capitolul initial colectfm notatiile si conceptele des utilizate in aceasts
lucrare. Mai precis, indicam notatiile implicAnd multimi, functii si spatii
metrice. De asemenea, introducem notiunile fundamentale privind conceptele
de metrica Hausdorff-Pompeiu, spatiul codurilor, operator Picard si functie
de comparatie.

In cel de al doilea capitol prezentim conceptele fundamentale utilizate
in aceasta lucrare, anume acelea de sistem iterativ de functii, de atractor
al unui astfel de sistem gi de sistem iterativ de functii care admite proiectie
canonica.

In plus, trecem in revist§ trei modalititi prin care putem stabili c& un
sistem iterativ de functii are atractor, anume:

a) metoda clasica (datorata lui J. Hutchinson);

b) metoda atractorului (datorata lui R. Miculescu si A. Mihail);

c¢) metoda proiectiei canonice (datorata lui A. Mihail).

Ultimele doua metode vor fi utilizate in cadrul acestei lucrari dupa cum
urmeaza:

- in capitolul III se face apel la metoda atractorului;

- in capitolul IV se foloseste metoda proiectiei canonice.

Doua dintre directiile de generalizare ale conceptului de sistem iterativ
de functii sunt urmatoarele:

- considerarea unor functii ale caror domenii de definitie sau de valori
sunt mai generale;

- impunerea unor conditii de contractivitate mai generale asupra functiilor
constitutive ale sistemului.

Privitor la prima directie de generalizare, subliniem articolele [17], [22] si
[81] in care sunt studiate sistemele iterative de functii in cadrul b-spatiilor
metrice (notiune introdusa de I.A. Bakhtin (vezi [8]) si S. Czerwik (vezi [25]

si [26]).



In privinta celei de a doua directii de generalizare, un interes special din
punctul de vedere al celor ce urmeaza a fi prezentate in cel de al treilea
capitol 1l prezinta articolul [65] in care se introduce si se studiazd conceptul
de sistem iterativ de functii constituit din contractii convexe. Mentionam ca
notiunea de contractie convexa generalizata a fost introdusa si studiata de
V. Istratescu (vezi [43], [44] si [45]).

Rezultatele prezentate in cel de al treilea capitol reflecta continutul arti-
colului [33]. Ele se incadreaza in ambele directii de generalizare ale notiunii
de sistem iterativ de functii care au fost prezentate mai sus. Mai precis, uti-
lizand metoda atractorului, studiem sisteme iterative de functii constand in
contractii convexe generalizate (ceea ce ilustreaza a doua directie) in cadrul
b-spatiilor metrice (tari) complete (ilustrand prima directie), obtinand astfel
o generalizare a teoremei de punct fix pentru contractii convexe datorata lui
Istratescu.

In cel de al patrulea capitol (care redd continutul articolului [34]), inspirati
de ideile din [69], i.e. folosind metoda proiectiei canonice, unui sistem iterativ
de functii S 1i asociem un operator Gs : C — C, unde C reprezinta spatiul
functiilor continue de la spatiul codurilor la spatiul metric corespunzator
sistemului (vezi Definitia IV.3.2). Demonstrdm cd dacd Gs este operator
Picard, atunci operatorul fractal asociat lui S este operator Picard si ca
S admite proiectie canonici (vezi Teorema IV.3.5). In plus, introducem
conceptul de sistem iterativ de functii constituit din ¢-max-contractii (pe
scurt p-max-IFS- vezi Definitia IV.2.6) si ardtdm ca operatorul Gs asociat
unui astfel de sistem S este Picard, deci S are atractor si admite proiectie
canonica (vezi Teorema IV.3.6). Mentiondm ci sistemele iterative de functii
constituite din contractii Matkowski si cele constituite din contractii convexe
(vezi Definita I1.20) sunt cazuri particulare de sisteme iterative de functii
constituite din p-max-contractii.

Sistemele iterative de functii cu probabilitati sunt bine cunoscute pentru
aplicatiile lor in compresia imaginilor (vezi [12], [13], [30] si [31]).

Problema existentei si unicitatii masurii invariante a operatorilor de tip
Markov asociati sistemelor iterative de functii cu probabilitati, care a fost
initata de J. Hutchinson, a fost tratata si in contexte mai largi.

Cel de al cincilea capitol (care oglindeste continutul articolului [35]) este
dedicat studiului operatorului Markov asociat unui sistem iterativ de functii,
cu probabilitati si constituit din p-max-contractii. Mai precis vom arata
ca un astfel de operator are o unica masura invarianta al cérei suport este



atractorul sistemului.

Rezultatele originale continute in prezenta teza si metodele folosite
pentru obtinerea lor

Principalele rezultate originale continute in prezenta teza sunt urma-
toarele:

a) studierea (cu ajutorul metodei atractorului) sistemelor iterative de
functii constituite din contractii convexe generalizate in cadrul b-spatiilor me-
trice (tari) complete;

b) demonstrarea (cu ajutorul metodei proiectiei canonice) faptului ca
orice sistem iterativ de functii constituit din p-max-contractii are atractor si
admite proiectie canonica;

c¢) demonstrarea faptului ca operatorul Markov asociat unui sistem itera-
tiv de functii, cu probabilitati si constituit din p-max-contractii, are o unica
masura invarianta al carei suport este atractorul sistemului; mentionam ca
masura invarianta este obtinuta prin utilizarea teoremei de reprezentare a lui
Riesz, in contrast cu metoda clasica (datoratd lui Hutchinson) care consta in
utilizarea unei teoreme adecvate de punct fix pentru operatorul Markov.

Diseminarea rezultelor originale continute in prezenta teza

Rezultatele originale mentionate in sectiunea anterioara (notate cu a), b)
si ¢)) au fost aduse la cunostinta comunitatii matematice dupd cum urmeaza:

a)

In cadrul conferintei International Conference on Mathematics and Com-
puter Science (MACOS 2016), Brasov, Romania, 2nd Edition, vineri 9 sep-
tembrie 2016, am sustinut conferinta cu titlul IFSs consisting of generalized
convex contractions.

Am publicat articolele:

F. Georgescu, IFSs consisting of generalized convex contractions, An. Sti-
int. Univ. “Ovidius” Constanta, Ser. Mat., 25 (2017), 77-86.

F. Georgescu, Iterated function systems consisting of generalized convex

contractions in the framework of complete strong b-metric spaces, An. Univ.
Vest, Timis., Ser. Mat.-Inform., 55 (2017), 119-142.

b)



In cadrul conferintei 23™ International Conference on Difference Equa-
tions and Applications (ICDEA 2017), Timisoara, Romania, luni 24 iulie
2017, am sustinut conferinta cu titlul Iterated function systems consisting of
p-max-contractions have attractor.

Am publicat, in colaborare cu R. Miculescu si A. Mihail, articolul A study
of the attractor of a w-max-1FS via a relatively new method, J. Fixed Point
Theory Appl., (2018) 20:24.

c)

In cadrul conferintei 4™ International Conference on Numerical Analysis
and Approximation Theory (NAAT 2018), Cluj-Napoca, Romania, vineri 7
septembrie 2018, am sustinut conferinta cu titlul Invariant measures associ-
ated to p-maz-1FSs with probabilities.

Am publicat, in colaborare cu R. Miculescu gi A. Mihail, articolul Invari-
ant measures of Markov operators associated to iterated function systems con-

sisting of p-max-contractions with probabilities, Indagat. Math., 30 (2019),
214-226.

Multumiri

Doresc sa-i multumesc conducatorului meu de doctorat pentru ajutorul si
suportul pe care le-am primit de-a lungul perioadei studiilor mele doctorale.

Multumirile mele se indreapta, de asemenea, catre domnul lector dr. ha-
bil. Alexandru Mihail pentru sfaturile si incurajarile primite in decursul
elaborarii prezentei teze.

Imi exprim gratitudinea fat% de membrii Departamentului de Matematics
Informatica pentru crearea unui climat propice cercetarilor pe care le-am
desfasurat, precum gi fata de colegii din Scoala Doctorala cu care am dezbatut
diverse teme si ale caror prezentari mi-au largit cunostintele.

Nu in ultimul rénd, sunt recunoscator familiei mele pentru intelegerea si
sprijinul moral de care am avut parte in aceasta perioada solicitanta.



CAPITOLUL I
NOTATII, TERMINOLOGIE, NOTTUNI FUNDAMENTALE

In acest capitol am colectat notatiile si conceptele utilizate in aceastd lu-
crare.

Notatii privind multimi si functii

B4 semnifici multimea functiilor cu domeniul A si codomeniul B.
Pentru o multime I si m € N*, vom folosi urméatoarele notatii:

I A

agadar, elementele lui A(1) pot fi prezentate sub forma unor cuvinte infinite
W = WiWs...w,... cu litere din alfabetul I;

T020m) 1Ay,

asadar, elementele lui A,,(I) pot fi prezentate sub forma unor cuvinte w =
W1iWs...wy, cu m litere din alfabetul I; m poarta numele de lungimea lui w si
se noteaza cu |w|;

Ao(I) UM (1)U ... U Ay (I) ™2 Vo (1),

unde multimea Ag(I) = {\} consta intr-un unic element, anume cuvantul vid
notat cu \; agsadar V;, (/) consta in multimea cuvintelor cu litere din alfabetul
I care au cel mult m — 1 litere;

U Ap(1) ™2 A*(]);

neN

agadar A*(I) consta in multimea cuvintelor finite cu litere din alfabetul 1.

Pentru w = wyws...wpwgi1... € A(I) sau w = wyws..w, € A, (I) si m,n €
N*, m < n, vom folosi urmatoarea notatie:

not
WiWe.. Wiy = (W]
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Date cuvintele w = wiws..w, € A*(I) si 0 = 6105...0,, € A*(I) sau 0 =
0105...0... € A(I), prin wé intelegem concatenarea lor, i.e. wiws...wp0103...0,,,
respectiv wiws...w,010s...0... .

Pentru o familie de functii (f;)ier, unde f; : X — X, n € N*, oy, o, ..., v, €
I §1Y C X, adoptam urmatoarele notatii:

t
fOél 0 fOCZ ©...0 fOén @ fOé1042..-Oén

not
falag...ozn (Y) = Yalag.‘.an .
Sa remarcam ca f ; ; ,unde: € [ gsin € N*, reprezinta compunerea lui f;
n litere
cu ea insasi de n ori. In cazul particular in care familia are un singur element,
anume f : X — X, pentru compunerea lui f cu ea insasi de n ori, vom folosi
notatia consacrati fI"). Mentiondm ci prin fI% intelegem Idyx : X — X
descrisa de
Idx(z) =z,

pentru orice z € X.

Pentru o functie f : X — X, prin f) (unde \ semnificd cuvantul vid)
desemnam Idx.

Notatii privind spatiile metrice

Dat un spatiu metric (X,d), z € X, A C X si r > 0, prin:

- B(z,r) notdm multimea {y € X | d(y,x) <r};

- diam(A) notam diametrul lui A;

- P.,(X) intelegem multimea submultimilor nevide si compacte ale lui X;
- C(X) notdm multimea functiilor continue f : X — R;

- B(X) intelegem o-algebra submultimilor Borel ale lui X;

- suportul unei masuri Boreliene pozitive si finite © pe X (notat cu supp p)
intelegem cea mai mica submultime inchisa a lui X pe care u este concentrata;
agsadar

supp = _ N F
F=FCX, u(F)=p(X)

11



- M(X) desemnam multimea masurilor Borel pe X pozitive si normalizate
care au suport compact;

- Lip; (X, R) intelegem multimea functiilor f : X — R cu proprietatea ca

L@~ S0
W= R Ay St

Metrica Hausdorff-Pompeiu

Dat un spatiu metric (X, d), o submultime nevidd A a lui X gi e > 0,
adoptam urmatoarea notatie:

E.(A) ={y € X | existd x € A astfel incat d(z,y) < e} =

= U B(z,¢).

z€A

Definitia I.1. Dat un spativ metric (X, d), functia
H:P,(X)x P,(X)—[0,+00),
definita prin

H(A, B) = max{d(A, B),d(B, A)} =

= inf{e € (0,00) | AC E.(B) si BC E.(A)},
pentru orice A, B € P,.,(X), unde

d(A, B) = sup d(z, B) = sup(inf d(z,y)),

z€A reA YEB

se dovedeste a fi 0 metrica care poarta numele de metrica Hausdorff-Pompeiu.

Propozitia 1.5 (vezi Theorem 1.15 din [90]). Dacd spatiul metric (X, d)
este complet, atunci si (P.,(X), H) este complet.

12



Spatiul codurilor

Datd o multime nevidd I, putem inzestra pe A(/) cu metrica descrisa
astfel:

0 daca w =0
dpa(w,0) = ’ o ,
A( ) { m, dacaw;ée

unde w = wWWoW3...WpWpi1... §i 0 = 010503...0,0,,11....

Remarca 1.8.

a) Metrica dy induce pe A(I) topologia produs.

b) Convergenta in spatiul metric (A(I),dy) este descrisi astfel: Sirul
(W™ )men, de elemente din A(I), unde w™ = Wl'wy'wy'..wWiwi, ..., converge
(in dp) catre w = wiwawsz...wpwWpi1... € A(I) dacd si numai dacd pentru
orice k € N* ezista my, € N cu proprietatea cd w,™* = W} pentru orice p € N,
P = my.

c) (A(I),dy) este un spatiu metric complet.

d) Daca I este finitd, atunci (A(I),dy) este compact.

Operator Picard

Definitia 1.9. O functie f: X — X, unde (X, d) este un spatiu metric,
se numeste operator Picard daca exista un unic element x* € X astfel incdt
f(2*) = 2* g lim f"l(2) = 2* pentru orice v € X.

Functie de comparatie

Definitia 1.10. O functie ¢ : [0,00) — [0,00) se numeste functie de
comparatie daca satisface urmatoarele proprietati:
i) @ este crescatoare;

ii)
lim " (z) = 0,

n—oo

pentru orice x € [0,00).

Definitia 1.13. Fie f: X — X, unde (X,d) este un spatiuv metric, gi ¢
o functie de comparatie. Spunem ca f este o p-contractie daca

d(f(x), f(y)) < eld(z,y)),

pentru orice x,y € X.

13



CAPITOLUL II

SISTEM ITERATIV DE FUNCTII,
ATRACTOR, PROIECTIE CANONICA

In acest capitol prezentam conceptele fundamentale utilizate in aceastd
lucrare, anume acelea de sistem iterativ de functii, de atractor al unui astfel
de sistem g1 de sistem iterativ de functii care admite proiectie canonica.

In plus, trecem in revistd trei modalitati prin care putem stabili c¢d un
sistem iterativ de functii are atractor, anume:

a) metoda clasica (datorata lui J. Hutchinson);

b) metoda atractorului (datorata lui R. Miculescu si A. Mihail);

¢) metoda proiectiei canonice (datorata lui A. Mihail).

Ultimele doua metode vor fi utilizate in cadrul acestei lucrari dupa cum
Urmeaza:

- in capitolul III se face apel la metoda atractorului;

- in capitolul 1V se foloseste metoda proiectiei canonice.

Sistem iterativ de functii

Definitia I1.1. Se numeste sistem iterativ de functii un dublet ((X,d), (fi)ier),
unde (X,d) este un spatiu metric complet si (f;)icr este o familie finita de
functii continue definite pe X st cu valori in X.

Vom nota un astfel de sistem in modul urmator:
S= ((X7 d)? <f1)161>

Operatorul fractal asociat sistemului S este functia Fs : P.,(X) — P, (X)
descrisa de

pentru orice K € P,,(X).

Spunem ca sistemul iterativ de functii S are atractor daca Fs este ope-
rator Picard.

Punctul fix al lui Fs se numeste atractorul lui S si se noteaza cu Ag.
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Sistem iterativ de functii care admite proiectie canonica

Definitia I1.2. Spunem ca sistemul iterativ de functii S =((X,d), (fi)ier)
avdnd atractor admite proiectie canonica daca:
i) Pentru orice w = wiws...WpwWni1... € A1), T}E{)lofwl...wn () - notata cu
m(w) - exista si nu depinde de x € X.
ii) m(w) € As pentru orice w € A(I).
iii) Functia m : A(I) — As (care se numesgte proiectie canonica de la
A(I) la As) are urmatoarele proprietati:
j) este continua;
Jj) este surjectivi;
Jj) pentru orice i € I, avem:

roTi=fiom,

unde 7; : A(I) — A(I) este datd de 7;(w) = iw pentru orice w € A(I) i
fi+ As — As este data de fi(z) = fi(x) pentru orice x € Ags.

Metoda clasica
Descrierea metodei

Fie § =((X,d), (fi)icr) un sistem iterativ de functii si P o clasa de ope-
ratori Picard astfel incat f; este un element al lui P pentru orice i € I.
Metoda clasica consta in justificarea existentei atractorului lui S prin
stabilirea apartenentei lui Fs la clasa P.
Prin urmare, Fs are un unic punct fix Ag si
lim FY(K) = As,
n—oo
pentru orice submultime compacta si nevida K a spatiului metric asociat
sistemului, ceea ce justifica terminologia de atractor atribuitad lui Ags.

Metoda descrisd mai sus a fost introdusa de J. Hutchinson (vezi [41]) in
cazul sistemelor iterative de functii constituite din contractii. Mai precis,
avem urmatoarea:

Definitia I1.3. Un sistem iterativ de functii constituit din contractii este
un sistem iterativ de functii S = (X, d), (fr)requ,..n}) cu proprietatea ca fj,
este contractie pentru orice k € {1,...,n}.
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Teorema II.4 (vezi [41]). Pentru orice sistem iterativ de functii con-
stituit din contractic S, operatorul fractal Fs este contractie (in raport cu
metrica Hausdorff-Pompeiu). In particular, el este operator Picard.

Remarca IL.5. In clasa multimilor care se pot prezenta ca atractor al
unui sistem iterativ de functii constituit din contractii putem gasi majoritatea
multimilor fractale standard (multimea triadica a lui Cantor, triunghiul lui
Sierpinski, buretele lui Monge, feriga lui Barnsley, curba lui Koch etc).

Remarca I1.6. Mentionam ca exista multimi compacte ale lut R care

nu pot fi prezentate ca atractorul nici unui sistem iterativ de functii constituit
din contractii (vezi [9], [24], [52], [54], [88] si [97]).

Cele doua remarci de mai sus stau la baza efortului actual de a dezvolta
teoria sistemelor iterative de functii, care a fost fundamentata de J. Hutchin-
son si popularizatd de M. Barnsley (vezi [10]), prin considerarea sistemelor
iterative de functii constituite din elemente care satisfac conditii de contrac-
tivitate mai generale.

Rezultate obtinute prin utilizarea metodei clasice

Pentru inceput prezentam un rezultat, obtinut prin utilizarea metodei cla-
sice, ce vizeaza sistemele iterative de functii constituite din contractii slabe.

Definitia I1.7 (vezi Definition 2.1 din [38]). O functie f : X — X, unde
(X,d) este un spatiu metric, se numeste contractie slaba daca

lim  sup d(f(z),f(y)) <t,

S wyeX, d(zy)<s
pentru orice t > 0.

Teorema II.10 (vezi Lemma 2.3 si Theorem 3.1 din [38]). Pentru orice
sistem iterativ de funclii constituit din contractii slabe S = ((X,d), (fr)kef1,...n})5
operatorul fractal Fs este o contractie slaba (in raport cu metrica Hausdorff-
Pompeiu).

Remarca I1.11. Teorema anterioara a fost generalizata de Y. Shiota
(vezi [94]) prin inlocuirea cerintei ca functiile f s fie contractii slabe cu
urmatoarea cerintd mai generala: functiile f, sunt continue si exista N € N*
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astfel incat f,,, o f.,0...0f,, este contractie slaba pentru orice wy,ws, ...,wn €

{1,...,n}.

In continuare prezentam un rezultat, mai recent, obtinut tot prin uti-
lizarea metodei clasice, ce trateaza sistemele iterative de functii constituite
din F'-contractii.

Definitia I1.12 (vezi Definition 2.1 din [100]). Spunem ca o functie
F :(0,00) — R apartine clasei F daca satisface urmatoarele trei conditii:

i) F este strict crescatoare;

it) pentru orice $ir (T, )nen de numere reale pozitive este valida echivalenta:

lim z, = 0 <= lim F(z,) = —o0;

iii) exista \ € (0,1) astfel incat

limz* F(z) = 0.
0

Definitia I1.14 (vezi Definition 2.1 din [100]). Fie (X,d) un spatiu
metric si F € F. O functie f : X — X se numeste F'-contractie daca exista
T > 0 astfel incat

T+ F(d(f(z), f(y))) < F(d(z,y)),

pentru orice x,y € X cu proprietatea ca f(x) # f(y).

Definitia I1.18 (vezi Definition 4.1 din [91]). Un sistem iterativ de functii
constituit din F'-contractii este un sistem iterativ de functis S = ((X,d), (fr)kef1,...n})
cu proprietatea ca existi o familie finita (Fy,) ke{1,...n} de elemente din F ast-
fel incdt fy, este Fy-contractie pentru orice k € {1,...,n}.

Teorema I1.19 (vezi Theorem 4.1 din [91]). Fie S = ((X,d), (f)req1,...n})
un sistem iterativ de functii constind din F'-contractii astfel incit F — Fj,
este crescatoare pentru orice k € {1,2,...,n}, unde F = max{Fi, ..., F,}.
Atunci F € F gi operatorul fractal Fs este o F-contractie (in raport cu
metrica Hausdorff-Pompeiu). In particular, el este operator Picard.
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In situatiile in care aplicarea metodei clasice este dificila dispunem de
doua metode alternative care vor fi prezentate in continuare.

Metoda atractorului
Descrierea metodei

Aceasta metoda (introdusa in [65]) consta in justificarea existentei atrac-
torului unui sistem iterativ de functii S = ((X,d), (fi)icr) prin parcurgerea
urmatorilor pasi:

Pas 1. Demonstrarea existentei unui unic element A € P.,(X) cu propri-
etatea ca
lim FI(K) = A,

pentru orice K € P,,(X).

Pas 2. Utilizarea continuitatii secventiale a operatorului fractal Fis pentru
a conchide ca acesta este operator Picard si ca A = Ag.

Numele metodei este sugerat de pasul 1.
Rezultate obtinute prin utilizarea metodei atractorului

Un prim rezultat obtinut prin metoda mentionatd mai sus se refera la
sisteme iterative de functii constituite din contractii convexe.

Definitia I1.20 (vezi Definitia 3.1 din [65]). Un sistem iterativ de functii
constituit din contractii convexe este un sistem iterativ de functic S = (X, d), (fx)ker)
cu proprietatea ci pentru orice i,j € I existd a;j, bj, ¢;j € [0,00) astfel incat:

i)

def .
Q5 + bij + Cij = dij St maxdij < 1;
i,j€l

i)
d((fio f3)(@), (fio fi)(y) < ayd(z,y) + byd(fi(z), fi(y)) + cizd(fi(2), [3(y)),

pentru orice i,j € I g1 orice x,y € X.

Teorema II.21 (vezi Theorem 3.2 din [65]). Fie S = ((X,d), (fi)ier)
un sistem iterativ de functii constdnd din contractii convexe. Atunci Fs este
operator Picard, i.e. S are atractor.
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Un al doilea rezultat obtinut prin metoda atractorului este dedicat sis-
temelor iterative de functii de tip Reich (a se vedea Definition 3.1 din [64] si
Theorem 3.2 din [64]).

Metoda proiectiei canonice
Descrierea metodei

Aceasta metoda consta in justificarea existentei atractorului unui sistem
iterativ de functii S prin constructia unui operator Gs : C — C, unde C
reprezinta spatiul functiilor continue de la spatiul codurilor la spatiul metric
corespunzator sistemului si demonstrarea faptului ca daca Ggs este operator
Picard, atunci Fs este operator Picard (deci S are atractor) si S admite
proiectie canonica.

Rezultate obtinute prin utilizarea metodei proiectiei canonice

Definitia I1.24. O functie f : X — X, unde (X,d) este un spatiu
metric, se numegte Meir-Keeler daca pentru orice € > 0 exista 6. > 0 astfel
incat

d(f(x), f(y) <e,

pentru orice x,y € X cu proprietatea ca d(z,y) < € + ..

Teorema I1.25 (vezi Theorem 3.2 din [69]). Orice sistem iterativ de
functiic S = ((X,d), (fi)ier) astfel incdat functiile f; sunt Meir-Keeler are
atractor. Maz precis,

As = mo(A(1)),

o fuind punctul fiz al operatorului Picard Gs : C — C descris de
GS(Q) = G&ga

pentru orice g € C, unde C desemneaza spatiul metric al functiilor continue
de la A(I) la X inzestrat cu distanta uniforma si functia Gsgy 1 A(1) — X
este data de

Gs g(wiwa...wp...) = (fu, © g 0 R)(wiwa...wp...),
R:A(I) — A(I) actiondnd dupd regula
R(wiws...wy...) = wa...wp...,

pentru orice wWiws...wWpWpi1... € A(T).
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CAPITOLUL III

SISTEME ITERATIVE DE FUNCTII CONSTITUITE DIN CON-
TRACTII CONVEXE GENERALIZATE IN CADRUL b-SPATIILOR
METRICE

Conceptul de contractie convexa generalizata a fost introdus de V. Istratescu
(vezi [43], [44] si [45]), iar cel de b-spatiu metric de I.A. Bakhtin (vezi [8]) si
S. Czerwik (vezi [25] si [26]).

In acest capitol, care reflectd continutul lucrdrii [38], vom combina cele
doua concepte mai sus amintite. Mai precis, vom studia sisteme iterative
de functit constituite din contractii convexe generalizate in cadrul b-spatiilor
metrice. Utilizind metoda atractorulut, vom demonstra existenta si unici-
tatea atractorului unui astfel de sistem, obtindnd astfel o generalizare a teo-
remei de punct fix pentru contractii convexe datorata lui Istratescu.

1. Introducere

Doua dintre directiile de generalizare ale conceptului de sistem iterativ
de functii sunt urmatoarele:

- considerarea unor functii ale caror domenii de definitie sau de valori
sunt mai generale (vezi, spre exemplu, [6], [16], [21], [22], [37], [51], [56] si
81)).

- impunerea unor conditii de contractivitate mai generale asupra functiilor
constitutive ale sistemului (vezi, spre exemplu, [29], [58], [64], [65], [71], [72],
[81], [85], [91], [93], [98] i [99]).

Privitor la prima directie de generalizare, subliniem articolele [16], [22] si
[81] in care sunt studiate sistemele iterative de functii in cadrul b-spatiilor
metrice. Mentionam ca in ultima perioada s-au obtinut o serie de teoreme
de punct fix in cadrul b-spatiilor metrice (vezi, spre exemplu, [1], [7], [14],
[17], [18], [28], [48], [49], [50], [53], [67], [74], [75], [80], [82], [84], [86], [87],
[89], [95], [96] si [104]).

In privinta celei de a doua directii de generalizare, un interes special
din punctul de vedere al celor ce urmeaza a fi prezentate in acest capitol il
prezinta articolul [65] in care se introduce si se studiazd conceptul de sistem
iterativ de functii constituit din contractii convexe. Mentionam ca noti-
unea de contractie convexa generalizata, care a fost introdusa si studiata
de V. Istratescu (vezi [43], [44] si [45]), a constituit de asemenea obiectul
cercetdrilor lui S. Andras (vezi [4] si [5]).
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Definitia I11.1.1. O functie continua f: X — X, unde (X,d) este un
spatiu metric, se numeste contractie convexa generalizata daca exista m € N*
§i Qg A1,y - vy Q1 > 0 astfel incdt

m—1
Z a; <1
i=0

$t

3
L

d(f" (), f7(y)) < > ard(fM(@), fH(y)),

0

i

pentru orice x,y € X.

Ei au demostrat ca orice contractie convexa generalizata continua este
operator Picard.

In cazul m = 1 obtinem conceptul de contractie, iar in cazul m = 2 pe
cel de contractie convexa.

Generaliziri ale rezultatului lui Istrdescu se gdsesc in [2], [36], [40], [55],
[62] si [79].

Rezultatele prezentate in acest capitol se incadreaza in ambele directii de
generalizare ale notiunii de sistem iterativ de functii care au fost prezentate
mai sus. Mai precis, studiem sisteme iterative de functii constituite din
contractii convexe generalizate (ceea ce ilustreaza a doua directie) in cadrul
b-spatiilor metrice (tari) complete (ilustrand prima directie).

Pe de o parte este datoria noastra sa mentionam influenta exercitata de
articolul [65] asupra continutului acestui capitol.

Pe de alta parte, trebuie sa subliniem ca, atunci cdnd lucram in cadrul
spatiilor b-metrice, exista unele restrictii consistente in raport cu cadrul clasic
al spatiilor metrice. In acest sens, dat un b-spatiu metric (X,d,s) (vezi
Definitia I11.2.1), = € X, r > 0, (Zy)nen $i (Yn)nen siruri de elemente din
X sl u,v € X astfel incat nh_}r{)loa:n =u g T}Lr&yn = v (vezi Definitia I11.2.4),
mentionam urmatoarele :

-{y € X | d(z,y) < r} nu este neapdrat deschisd (vezi [3]);

-{y € X | d(z,y) < r} nu este neaparat inchisa;

- d nu este neaparat continua (de fapt avem

1 - _
Zd(u,v) < lim d(zy, yn) < T d(z,, ya) < s%d(u,v)

n—o00 n—oo
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si
1 —
—d(u,z) < lim d(z,,z) < limd(x,,z) < sd(u, )
s

n—oo n—oo

vezi [75], [80] si [86]).
2. Preliminarii
Cateva fapte fundamentale privind b-spatiile metrice

Definitia IT1.2.1. Fie X o multime nevida si s € [1,00). O functie d :
X XX — [0,00) se numegte b-metrici daca satisface urmatoarele proprietati

i)
dlz,y) =0z =y;
d(z,y) = d(y, z),
pentru orice x,y € X;
iii)
d(z,y) < s(d(z, 2) + d(z,y)),

pentru orice x,y,z € X.

Un sistem precum cel descris mai sus se va nota cu (X, d, s) si se va numi
b-spatiu metric cu constanta s.

Exemplele clasice de b-spatii metrice sunt IP(R) si L?[0,1], cu p € (0, 1).
Alte exemple de astfel de spatii pot fi gasite in [7], [14], [18], [25] si [26].

Remarca I11.2.2. Orice spatiu metric este un b-spatiu metric (cu con-
stanta 1). Exista b-spatii metrice care nu sunt spatii metrice.

Definitia I11.2.4. Un sir (z,)nen de elemente dintr-un b-spatiu metric
(X,d, s) se numeste:
- convergent daca exista | € X astfel incat

lim d(z,,1) = 0;

n—oo

in acest caz vom utiliza notatia lim x, = [ care este justificata de unicitatea

n—oo

lui I;
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- Cauchy daca lim d(z,,,x,) =0, i.e. pentru orice ¢ > 0 existd n. € N

m,n— 00

astfel incat
(T, ) < €,

pentru orice m,n € N, m,n > n..
Un b-spatiu metric (X, d, s) se numeste complet dacd orice sir Cauchy de
elemente din X este convergent.

Remarca II1.2.6. Vom inzestra un b-spatiuv metric cu topologia indusa
de convergenta girurilor.

In particular, avem:

- inchiderea Y unei submultimi Y a unui b-spativ metric (X,d,s) este
definita astfel:

Y = {z € X | existd (v,)nen §ir de elemente din Y astfel incit lim x, = x};

-0 functie f : A — X, unde A este o submultime a b-spatiu metric
(X,d,s), este continud dacd lim f(x,) = f(l) pentru orice sir (x,)nen de

elemente din A convergent catre | € A.

Deoarece, aga cum am mentionat in Introducere, intr-un b-spatiu metric
arbitrar, distanta d nu este neaparat continua, vom introducere o subclasa a
b-spatiilor metrice care remediaza acest neajuns.

Definitia IT1.2.7. Data o multime nevida X gi un numar real s € [1,00),
o functie d : X x X — [0,00) se numegte b-metrica tare daca satisface
urmatoarele proprietats:

i)

dz,y) =0z =y;
d(z,y) = d(y, ),
pentru orice x,y € X;
d(z,y) < d(z,z)+ sd(z,y),

pentru orice x,y,z € X.

Printr-un abuz de notatie, vom nota un astfel de sistem tot cu (X, d, s)
si il vom numi b-spatiu metric tare cu constanta s.
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Remarca II1.2.8. Orice spatiuv metric este un b-spatiu metric tare cu
constanta s = 1. Orice b-spatiu metric tare cu constanta s este b-spatiu
meltric cu constanta s.

Propozitia II1.2.9 (vezi paginile 122 si 123 din [50]). Fie (X,d,s)

un b-spatiu metric tare. Atunci lim d(x,,y,) = d(z,y) pentru orice giruri
(Tn)nen §t (Yn)nen de elemente din X gi x,y € X astfel incit lim z, = x gi

lim gy, = vy, i.e. d este continua.
n—oo

Cateva fapte fundamentale privind metrica Hausdorff-Pompeiu
in cadrul b-spatiilor metrice

Urmaérind notatiile din [16], vom utiliza urmatoarele clase de parti ale
unui b-spatiu metric (X, d, s):

PX)={Y |Y C X}
PX)={Y e P(X) Y #0};

P

cp

(X) ={Y € P(X) | Y este compacta},

unde Y compacta insemna ca pentru orice sir de elemente din Y exista un
subgir convergent la un element din Y.

Definitia I11.2.10. Pentru un b-spativ metric (X,d,s), vom consi-
dera functia H : P(X) x P(X) — [0, +o0] descrisa astfel:

H(A, B) = max{sup(infd(z,y)),sup(infd(z,y))} =

zcA yeB z€B YEA
= inf{d € [0,00] | A C Es(B) i B C Es(A)},
pentru orice A, B € P(X), unde

Es(A) = gAB(x, 0) ={y € X | exista x € A astfel incit d(z,y) < d}.

Conceptul de operator Picard
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Definitia I11.2.11. O functie f : X — X, unde (X,d,s) este un b-
spatiu metric, se numeste operator Picard daca exista un unic z* € X astfel
incat f(z*) = z* si lim fI"(x) = 2* pentru orice v € X.

3. Rezultatele principale

Definitia II1.3.1. Dat un numar natural m, prin sistem iterativ de
functii constituit din contractii convexe generalizate intelegem un dublet ((X,d, s), (fi)icr),
unde (X,d,s) este un b spatiu metric complet si (f;)ic; 0 familie finita de
functii continue definite pe X cu valori in X, cu urmatoarele proprietati:
pentru orice w € Ay, (1) exista o familie de numere reale pozitive (aw v )vev,, (1)
astfel incat:

a)

1

max E Ay < —;

WEA(I) s™m
vEVm (I)

3)
d(fo(@), fu)) < D awud(fo(@), foly)),

vEVm (I)

pentru orice w € A, (I) i orice x,y € X.
Un astfel de sistem se va nota cu

S = ((X,d,s),m, (f;)ics)

Unui astfel de sistem i se poate asocia functia Fs : P, (X) — P, (X) data
de

pentru orice K € P,,(X).

Spunem ca sistemul iterativ de functii S are atractor daca Fs este ope-
rator Picard.

Punctul fix al lui Fs se numeste atractorul lui S si se noteaza cu Ags.

In cele ce urmeazs, pentru un sistem iterativ de functii constand in con-

tractii convexe generalizate pe un b-spatiu metric complet S = ((X, d, s), m, (f;)icr),
vom utiliza urmatoarele notatii:
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5(K1>K2)7£t sup d(z,y),
x€K1,y€K2

pentru orice Ky, Ky € P.,(X);

(K1, K2) "™ max{6(f, (K1), f.(Ks)) |w € A (D)},
unde Ky, Ky € P,(X), n € N*

yn(Kh KQ) = maX{xn(Kla K2)7 ceey xnfm+2<K17 KQ); xnferl(Kl; KQ)};
unde n € N*, n>m —1si K, Ky € P,(X).

Propozitia I11.3.2. Pentru orice sistem iterativ de functii constituit din
contractii conveze generalizate S = ((X,d, s),m, (fi)icr), evistda As € Pap(X)
astfel incat girul (F ‘[g"](K ))nen+ converge (in metrica Hausdorff-Pompeiu)
catre As pentru orice K € P, (X).

Demonstratie. Demonstratia este impartita in patru pasi:

PRIMUL PAS este sd aratam ca sirul (Yxim (K1, K2))ren este descrescator
pentru orice Ky, Ky € P.,(X).
oo
AL DOILEA PAS consta in demonstrarea faptului ca seria Zskyk(Kl, Ky)

k=m
este convergentd pentru orice K, Ky € P.,(X).

AL TREILEA PAS este reprezentat de justificarea faptului ca sirul (Fg“] (K))ken
este convergent pentru orice K € P,.,(X).

AL PATRULEA PAS rezida in a arata ca toate sirurile (Fgﬂ (K))ken+, unde
K € P.,(X), au aceeasi limita.

In final, notand cu Ag limita comuns a sirurilor (F, ‘[Sk} (K))ken+, unde K €
P.,(X), concluziondm ca klim H(F‘gk](K), As) = 0 pentru orice K € P,.,(X).
O

Propozitia I11.3.3. Pentru orice sistem iterativ de functii constdnd din

contractii convexe generalizate S = ((X,d, s), m, (fi)icr) §i orice w € A(I),
existd A, € P.p,(X) astfel incat

lim H(fi, (K), Au) =0,
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pentru orice K € P,,(X).

Urmatoarele doua leme furnizeaza detalii privind convergenta prezentata
in cadrul Propozitiei I11.3.3.

Lema II1.3.4. In cadrul Propozitiei II11.5.3, avem

lim sup H(f[w}n(K>7Aw) =0,

n=0weA(I)

pentru orice K € P.,(X), i.e. convergenta descrisa in cadrul propozitiei mai
sus mentionate este uniforma in raport cu w € A(I).

Lema II1.3.5. In cadrul Propozitiei II1.3.3, multimea A, constd intr-un
unic element care va fi notat cu ay,.

Remarcile anterioare pot fi sumarizate astfel:

lim sup H(f[w]n(K)7 {aw}> =0,

n=0weA(I)
pentru orice K € P.,(X).

Rezultatul urmator furnizeaza, in cazul b-spatiilor metrice tari, o descriere
a lui As prin intermediul elementelor a,,.

Propozitia I11.3.6. Pentru orice sistem iterativ de functii constdnd din
contractii conveze generalizate S = ((X,d, s),m, (f;)icr), unde (X,d,s) este
un b-spatiu metric tare complet, cu notatiile utilizate in remarcile anterioare,
Ags este inchiderea multimii {a, | w € A(I)}.

Propozitie I111.3.7. Pentru orice sistem iterativ de functit constind din
contractii conveze generalizate S = ((X,d, s),m, (f;)ier), unde (X,d,s) este
un b-spatiu metric tare complet, Fs este continua.

Propozitie 111.3.8. Pentru orice sistem iterativ de functii constand din
contractii conveze generalizate S = ((X,d, s),m, (f;)ier), unde (X,d,s) este
un b-spatiu metric tare complet, Fs este operator Picard.

4. Remarci finale

Putem reformula propozitia anterioara astfel:
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Teorema II1.4.1. Orice sistem iterativ de functii constituit din contractii
conveze generalizate pe un b-spatiu metric tare complet are atractor.

Remarca I11.4.2. Propozitia 111.3.2 explica de ce As poarta numele de
atractorul lui S, anume pentru ca "atrage" toate elementele lui P.,(X).

Remarca I11.4.3. Cazul s = 1 a fost tratat in [32]. Daca multimea I
are un unic element, ((X,d,1),m,(f;)ic1) reprezintda notiunea de contractie
convexa generalizata introdusa de V. Istratescu. Notiunea de sistem iterativ
de functii constituit din contractii convere introdusa in [65] este un caz par-
ticular al celei de sistem iterativ de functii constituit din contractii convexe
generalizate (anume cazul m = 2).

Un exemplu

Vom considera spatiul metric (X,d), unde X = R si d este distanta
euclidiana.

Vom considera de asemenea functiile continue f; : X—X, unde £k €
{1,...,n}, n € N*  date de

0, x € [—m, 7]
sinkzx, x€ R~ [-m 7]’

() ={

S = ((X,d,1),m,(fi)icq1,.n}), unde m € N, m > 2, este un sistem iterativ
de functii constituit din contractii convexe generalizate al carui atractor este

As = {0}
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CAPITOLUL IV

SISTEME ITERATIVE DE FUNCTII CONSTITUITE DIN
»-MAX-CONTRACTII

In acest capitol (care reds continutul lucrarii [34]), inspirati de ideile din
[69], i.e. folosind metoda proiectiei canonice, unui sistem iterativ de functii
S % asociem un operator Gs : C — C, unde C reprezinta spatiul functi-
tlor continue de la spatiul codurilor la spatiul metric corespunzator sistemu-
lui. Demonstram ca daca Gs este operator Picard, atunci operatorul fractal
asociat lui S este operator Picard si ci S admite proiectie canonici. In
plus, introducem conceptul de sistem iterativ de functii constituit din p-max-
contractii (pe scurt p-max-IFS) gi aratam ca operatorul Gs asociat unui
astfel de sistem S este Picard, deci S are atractor si admite proiectie canon-
ica. Mentionam ca sistemele iterative de functii constituite din contractii
Matkowskt st cele constituite din contractii convexre sunt cazuri particulare
de sisteme iterative de functii constituite din p-max-contractii.

1. Introducere

Importanta conceptului de spatiu al codurilor si al celui de proiectie
canonica asociata unui sistem iterativ de functii in descrierea proprietatilor
topologice ale atractorului sistemului a fost subliniata in cateva lucrari pre-
cum [11] (care trateazd "fractal tops" ), [70] (unde sunt tratate aceste con-
cepte asociate unui sistem iterativ de functii constituit dintr-o multime in-
finita de elemente) si [39]. Un loc special in cadrul acestei discutii il ocupa
lucrarea [69], in cadrul cdreia proiectie canonica de la spatiul codurilor la
atractorul unui sistem iterativ de functii (posibil) infinit este prezentata ca
un punct fix, in doud situatii: a) functiile constitutive ale sistemului sunt
uniform Meir-Keeler; b) spatiul metric asociat sistemului este compact si
sistemul este constituit dintr-o multime finita de functii.

Ca parte a actualului efort de a extinde teoria clasica a lui Hutchinson
cu privire la sistemele iterative de functii, in lucrarea [65] s-a introdus con-
ceptul de sistem iterativ de functii constituit din contractii convexe si s-a
dovedit existenta si unicitatea atractorului unui astfel de sistem. Pentru o
generalizare a acestui rezultat se pot consulta [32] si [33] (vezi, de asemenea,
capitolul anterior).
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In acest capitol, folosind metoda proiectiei canonice, unui sistem iterativ
de functii S ii asociem un operator Gs : C — C, unde C reprezinta spatiul
functiilor continue de la spatiul codurilor la spatiul metric corespunzator
sistemului (vezi Definitia IV.3.2). Demonstram cd dacd Gs este operator
Picard, atunci operatorul fractal asociat lui S este operator Picard si ca
S admite proiectie canonici (vezi Teorema IV.3.5). In plus, introducem
conceptul de sistem iterativ de functii constituit din p-max-contractii (pe
scurt ¢-max-IFS- vezi Definitia IV.2.6) si aratam ca operatorul Gs asociat
unui astfel de sistem S este Picard, deci S are atractor si admite proiectie
canonicd (vezi Teorema IV.3.6). Mentiondm ca sistemele iterative de functii
constituie din contractii Matkowski si cele constituite din contractii convexe
(vezi Definita I1.20) sunt cazuri particulare de sisteme iterative de functii
constituite din ¢-max-contractii.

2. Preliminarii

Teorema IV.2.1 (vezi Theorem 3.1 din [66]). Orice functie continud
f:X — X, unde (X,d) este un spatiu metric complet, pentru care existd o
functie de comparatie ¢ : [0,00) — [0,00) §i p € N* astfel incdt

d(f(2), fP(y) < p( max d(fV(z), U (y))),

j€{0,1,2,....p—1}

pentru orice x,y € X, este operator Picard.
Sisteme iterative de functii constituite din ¢-max-contractii

Definitia IV.2.6. Un sistem iterativ de functit constituit din @-max-
contractii (pe scurt p-max-1FS) este un istem iterativ de functii S = (X, d), (fi)ier)
cu proprietatea ca exista o functie de comparatie ¢ : [0,00) — [0,00) gi
p € N* astfel incat

max d(f.(x), fu(y)) < ¢o( max d(f.(x), fu(y))),

weA,(I) weV,(I)

pentru orice x,y € X.
Spatiul metric metric (C,d,)

Data o multime nevida finita I si un spatiu metric (X, d), vom considera
spatiul metric (C, d,), unde

C={f:A()— X | f este continud}
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si
du(f,9) = sup d(f(w),g(w))
weA(I)
pentru orice f,g € C.

Remarca IV.2.10. Daca spatiul metric (X,d) este complet, atunci
(C,d,) este complet.

3. Rezultatele principale

In cadrul acestei sectiuni vom considera numai sisteme iterative de functii
S = ((X,d), (fi)ier) pentru care multimea finitd I are cel putin doud ele-
mente.

Operatorul G5 : C — C asociat unui p-max-IFS S

Dat un sistem iterativ de functii S = ((X,d),(fi)ier) si g € C, vom
considera functia Gs 4 : A() — X descrisa de

Gsg(wiwa..wy...) = (fuy © g © R)(wiwa...wp...),

unde R : A(I) — A(]) este datd de R(wiws...wp...) = Wa...w,... pentru orice
W1We.. WpWni... € A(T).

Definitia IV.3.2. Operatorul Gs : C — C asociat unui sistem iterativ
de functit S este descris astfel:

Gs(g) = Gsg
pentru orice g € C.

Propozitia IV.3.4. Operatorul Gs : C — C asociat oricarui sistem
iterativ de functic S este continuu.

Teorema IV.3.5. Daca operatorul Gs asociat unui sistem iterativ de
functiic S este operator Picard, atunci operatorul fractal Fs este operator
Picard si S admite proiectie canonica.

Demonstratie. Fie S = ((X,d), (fi)ier) si fie go € C unicul punct fix al lui
Gs.

Afirmatia 1. go(A(1)) € Pp(X).
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Afirmatia 2. go(A(/)) este un punct fix al lui Fjs.
Afirmatia 3. lim Fén](K) = go(A(])) pentru orice K € P.,(X).
Afirmatia 4. go(A(I)) este unicul punct fix al lui Fjs.

Afirmatiile anterioare ne permit sa tragem concluzia ca Fs este un ope-
rator Picard al carui punct fix este go(A(Z)).

In final se constat cd functia continud si surjectiva go : A(I) — go(A(I)) =
Ags este proiectia canonica de la A(7) la Ag, deci S admite proiectie canonica.
O

Teorema IV.3.6. Operatorul Ggs asociat unui p-max-IFS S este ope-

rator Picard. In particular, S are atractor gi admite proiectie canonici.
Demonstratie. Fie S = (X, (fi)ier)-
Se poate arata ca

d.(GP(9),GB(h)) < p( max  d,(G(g), GL(R))), (1)

36{071 7777 pil}

pentru orice g, h € C, unde ¢ si p sunt descrise in Definitia IV.2.6.
Avand in vedere Remarca IV.2.10, Propozitia IV.3.4 si (1), Teorema
IV.2.1 ne ajuta sa concluzionam ca Gs este operator Picard. [

Un exemplu

S& consideram spatiul metric complet (X, d), unde
X =10,1] x {0,1} si d((x, ), (v, 1)) = |z — y| + aj,

pentru orice z,y € [0,1] si orice i, j € {0,1}, cu agy = a1 = 08l g = g =
10.
Sa consideram de asemenea functiile continue f; : X — X date astfel:

. (x,0), j=1
i\T,J) = x+i :
pentru orice = € [0, 1] si orice 7,5 € {0, 1}.

S este un @-max IFS ale carui functic constitutive nu sunt contractii
Matkowskz.

Remarcam ca atractorul lui S este [0,1] x {0}.
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CAPITOLUL V

MASURI INVARIANTE ALE OPERATORILOR MARKOV
ASOCIATI SISTEMELOR ITERATIVE DE FUNCTII, CU
PROBABILITATI SI CONSTITUITE DIN
©-MAX-CONTRACTII

In acest capitol (care oglindeste continutul articolului [35]), demonstram
ca operatorul Markov asociat unui sistem iterativ de functii, cu probabilitati
gt constituit din p-maz-contractii, are o unicd masurd tnvarianta al carei
suport este atractorul sistemulus.

1. Introducere

Sistemele iterative de functii cu probabilitati sunt bine cunoscute pentru
aplicatiile lor in compresia imaginilor (vezi [12], [13], [30] si [31]).

Problema existentei si unicitatii masurii invariante a operatorilor de tip
Markov asociati sistemelor iterative de functii cu probabilitati, care a fost
initatd de J. Hutchinson (vezi [41]), a fost tratatd gi in contexte mai largi
(vezi [23], [57], [61], [63], [T1], [77], [92] si [101]).

Vom studia in acest capitol operatorul Markov asociat unui sistem i-
terativ de functii, cu probabilitati si constituit din p-max-contractii. Mai
precis, vom arata ca un astfel de operator are o unicd masura invarianta
al carei suport este atractorul sistemului. Mentionam ca masura invarianta
este obtinuta prin utilizarea teoremei de reprezentare a lui Riesz, in contrast
cu metoda clasicd (datoratd lui Hutchinson) care constd in utilizarea unei
teoreme adecvate de punct fix pentru operatorul Markov (vezi [41]).

2. Preliminarii
Metrica Hutchinson

Definitia V.2.1. Dat un spatiu metric (X,d), functia dg : M(X) %
M(X) — [0,00) descrisa de

dulw) = sup | [ fdu~ [ fav],

feLip1(X,R)
X X
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pentru orice j,v € M(X), se dovedeste a fi o metrica care poartd numele de
metrica Hutchinson.

Operatorul Markov asociat unui sistem iterativ de functii, cu
probabilitati si constituit din p-max-contractii

Definitia V.2.3. Un sistem iterativ de functii, cu probabilitati si consti-
tuit din p-max-contractii (pe scurt p-max-IFSp), este un p-max-IFS S =
(X, d),(fi)ieqr,...my) inzestrat cu un sistem de probabilitati (p;)ici,..m}, i€
pi € (0,1) pentru orice i € {1,....m} §i p1 + ... + pp, = 1.

Vom nota un astfel de sistem in modul urmator:

S = (<X> d)v (fi)ie{l,...,m}7 (pz)ze{l,,m})

Unui astfel de sistem i se poate asocia operatorul Markov
Ms : M(X) - M(X),

dat de
Ms(p) = prppo ft + 4+ pmpro ft
ie.
Ms(p)(B) = piu(fi(B)) + oo + pmpt(f' (B)),
pentru orice B € B(X) si orice p € M(X).
Un punct fix al lui Mg se numegte masurda invarianta asociata lui S.

3. Rezultatele principale

Principalul rezultat afirma ca operatorul Markov asociat unui p-max-
IFSp este operator Picard si suportul punctului sau fix este atractorul sis-
temului. Pentru inceput, se considera cazul in care spatiul metric asociat
sistemului este compact (vezi Teorema V.3.9), iar ulterior cazul general (vezi
Teorema V.3.18). In cadrul acestei sectiuni vom considera numai @-max-
IFS-uri S = (X, d), (fi)ic(1,...m}> (Pi)icqu,...m}) Pentru care m > 2.

A. Cazul p-max-IFSp-urilor pentru care spatiul metric asociat
sistemului este compact

Propozitia V.3.7. Pentru orice p-max-IFSp S = ((X,d), (fi)ieq1,...m}» (Pi)icf1,...m} )5
cu (X,d) compact, si g : X — R continuag, exista o functie constanta
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cg : X — R astfel incat B‘[Sn] (9) — ¢, (aici — semnifici convergenta uni-

n—oo

forma), unde
Bs(9) = p1go fi+ ...+ Pmg © fm
Demonstratie. Justificarea acestei propozitii va fi impartita in trei pasi.
Pasul 1. Sirul (sgngL} (9)())nen+ este descrescator gi girul (gg)f(B‘[gn] (9)(2))nen

este crescator.

Pasul 2. §irurile (in}f(B‘[Sn] (9)(x))nen §i (supB‘[sn] (9)(x))nen+ sunt conver-
ze reX

gente gi au aceeagi limita (care va fi notatd cu cg).

Pasul 3. Ezista o functie constanta c, : X — R astfel incdt B‘[Sn] (9) =

n—oo
cg. U

Propozitia V.3.8. Pentru orice p-max-IFSp S = ((X,d), (fi)ieq1,....m}>» (Di)icf1,...m} )5
cu (X, d) compact, exista o unicd masurd Boreliand pozitiva pug pe X astfel

incat
Cg = / gdug,

X

pentru orice functie continua g : X — R.
Demonstratie. Vom considera functionala liniara si pozitiva I : C(X) — R
data de

I(g) = Cyg
pentru orice g € C(X).
Atunci, in conformitate cu teorema lui Riesz, concluzionam ca exista o
unicd masurd Boreliand pozitivd ug pe X astfel incat ¢, = [gdug pentru
X

orice g € C(X). O

Teorema V.3.9. Pentru orice p-max-1FSp S = (X, d), (fi)ic(1,..m}> (Pi)ic{1,...m}),
cu (X,d) compact, operatorul Markov Mg : (M(X),dy) — (M(X),dn) este
operator Picard si suportul punctului sau fix este As.

Demonstratie.

Justificarea acestei teoreme va fi impartita in trei pasi.

Pasul 1. Masura pg, a carei existenta este asigurata de Propozitia V.5.8,
este un element al lui M(X).
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Pasul 2. Masura ug € M(X), a carei existentd este asigurata de Propo-
zitta 3.8, este unicul punct fix al lur Mg g1 supp pug = Ag.

Pasul 3. lim M () = pg pentru orice v € M(X).

Ultimii doi pasi ne asigurd ci Ms este operator Picard. In plus, pasul 2
justifica faptul ca suportul punctului fix al lui Mg aste atractorul lui S. [

B. Cazul unui ¢p-max-IFSp general

Pentru un spatiu metric complet (X, d) si pentru o submultime compacta
Y alui X, vom considera functia iy : M(Y) — M(X) data de

iy (1) (B) = u(Y N B),
pentru orice p € M(Y) si orice B € B(X)

Avand in vedere cd, dat un p-max-IFSp S = (X, d), (fi)icq1,...m}> (Pi)ief1,...m});
avem

fi(As) C As,

pentru orice i € {1,...,m}, putem considera -max-1FSp-ul

SAS = ((A87 d)a (¢i)i€{1,...,m}7 (pi)ie{l,...,m})a

unde
¢i(z) = fi(z),

pentru orice x € Ag si orice i € {1,...,m}.

Putem de asemenea considera operatoriul Markov M :94 S M(As) —
M(As) asociat lui Suq. Avand in vedere Teorema V.3.9, acesta este ope-
rator Picard si vom nota punctul fix al sau cu uﬁs .

Propozitie V.3.13. Operatorul Markov Ms asociat unui @-max-IFSp

S = (X, d), (fi)icq,..m}> (Pi)icqu,...m}) are un unic punct fix (notat cu pg) al
carut suport este As.
Demonstratie.

Afirmatia 1. ia (u25) "2 pg € M(X) este punct fix al lui M.

Afirmatia 2. pg este unicul punct fix al lui Ms.
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Justificarea afirmatiei anterioare, include si faptul ca

supp pug = As. U

..........

avem
lim dpy (Mg (v), 1) = 0,

n—oo

pentru orice v € M(X).

Combinand Propozitiile V.3.13 si V.3.17, obtinem urmatoarea:

suportul punctului sau fix este As
Un exemplu

Sa consideram ¢-max IFSp-ul & = ((X,d), (fi)ic{1,2}> (Pi)icq1,23), unde:
- X = [07” X {071}7

d((l’,'L), (y>J)) = |ZL' - y| +aij7

pentru orice z,y € [0,1] si orice i, j € {0,1}, cu agy = a1 = 0 8l g = g =
10;
- functiile continue f; : X — X sunt date astfel:

N (z,0), j=1

pentru orice z € [0, 1] si orice 7, j € {0,1};

1
-P1=P2= 3.
Atunci masura invarianta p asociatd lui S este descrisa astfel:

u(B) = Ai~(B)),

pentru orice B € B(X), unde i : [0, 1] — X este data de
Z(ZL’) = (337 0)7

pentru orice = € [0,1] si A este méasura Lebesgue pe [0, 1].
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