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Nota̧tii privind muļtimi şi funçtii ... 10
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Metoda proieçtiei canonice ... 23

2



CAPITOLUL III
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INTRODUCERE

Considera̧tii privind conceptul de sistem iterativ de funçtii con-
stituit din contraçtii

Dat un spa̧tiu metric complet (X; d) şi o familie �nit¼a de contraçtii (fi)i2I ,
unde fi : X ! X, putem considera funçtia F : Pcp(X) ! Pcp(X) dat¼a de
F (K) = [

i2I
fi(K) pentru orice K 2 Pcp(X), unde Pcp(X) semni�c¼a familia

submuļtimilor compacte nevide ale lui X. Atunci exist¼a un unic element
A 2 Pcp(X) cu proprietatea c¼a A = F (A). În plus, şirul (F [n](K))n2N con-
verge (în metrica Hausdor¤-Pompeiu) la A pentru orice K 2 Pcp(X), unde
F [n] semni�c¼a compunerea lui F cu ea îns¼aşi de n ori. Muļtimea A poart¼a
numele de atractorul sistemului iterativ de funçtii constituit din contraçtii
S = ((X; d); (fi)i2I) şi se noteaz¼a cu AS , iar F poart¼a numele de operatorul
fractal asociat sistemului S şi se noteaz¼a cu FS .
Acest rezultat a fost demonstrat de J. Hutchinson (vezi [41]) şi popularizat

de M. Barnsley (vezi [10]), îns¼a el a fost pre�gurat de Moran (vezi [76]) şi
de R.F. Williams (vezi [103]). Ideea demonstra̧tiei lui Hutchinson const¼a în
utilizarea principiului contraçtiilor pentru FS .

Dat un spa̧tiu metric complet (X; d), putem considera A(X;d) = fK 2
Pcp(X) jexist¼a un sistem iterativ de funçtii constituit din contraçtii S =
((X; d); (fi)i2I) astfel încât K = ASg. Pe de o parte, printre elementele
muļtimilor A(X;d), unde (X; d) parcurge muļtimea spa̧tiilor metrice com-
plete, care se numesc fractali de tip Hutchinson-Barnsley, reg¼asim majori-
tatea muļtimilor fractale clasice, precum muļtimea triadic¼a a lui Cantor,
triunghiul lui Sierpiński, curba lui Von Koch sau feriga lui Barnsley. Pe de
alt¼a parte, elemente din Pcp(X)rA(X;d), pentru diverse spa̧tii metrice com-
plete (X; d), au fost construite de M. Kwieciński (vezi [54]), S. Crovisier şi
M. Rams (vezi [24]), L. L. Stacho şi L.I. Szabo (vezi [97]) M.J. Sanders (vezi
[88]), M. Kulczycki şi M. Nowak (vezi [52]) şi de T. Banakh şi M. Nowak
(vezi [9]).

E. D�Aniello şi T.H. Steele (vezi [27]) au ar¼atat c¼a dac¼a (X; d) este com-
pact, atunci A(X;d) este o submuļtime de tip F� a lui (Pcp(X); H), unde H de-
semneaz¼a metrica Hausdor¤-Pompeiu pe X. În plus, ei au ar¼atat c¼a A([0;1];d)
şi Pcp([0; 1]) r A([0;1];d) sunt dense în Pcp([0; 1]), unde [0; 1] este înzestrat cu
metrica euclidian¼a.
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Considera̧tii privind conceptul de sistem iterativ de funçtii con-
stituit din contraçtii şi cu probabilit¼a̧ti

Problema existeņtei şi unicit¼a̧tii m¼asurii invariante a operatorilor de tip
Markov asocia̧ti sistemelor iterative de funçtii constituite din contraçtii şi cu
probabilit¼a̧ti a fost ini̧tat¼a de J. Hutchinson (vezi [41]).
Motiva̧tia acestui studiu const¼a în faptul c¼a întrucât exist¼a sisteme itera-

tive de funçtii constituite din contraçtii care au acelaşi atractor, în multe apli-
ca̧tii, este mult mai uşor s¼a utiliz¼am atractorul unui astfel de sistem atunci
când dispunem de structuri suplimentare (aşa cum este m¼asura invariant¼a
meņtionat¼a anterior) pe el.
Aceast¼a problematic¼a a fost tratat¼a şi în contexte mai largi (vezi [23],

[42], [57], [61], [63], [71], [77], [92] şi [101]).
Aplica̧tii ale sistemelor iterative de funçtii cu probabilit¼a̧ti sunt meņtio-

nate în lucr¼arile [83] -în leg¼atur¼a cu dinamica popula̧tiei şi r¼aspândirea tuberculozei-
, [47] şi [20] -în leg¼atur¼a cu unele modele de înv¼a̧tare-, [11] şi [15].

Motiva̧tia alegerii temei de cercetare

Utilitatea conceptului de sistem iterativ de funçtii constituit din con-
traçtii este subliniat¼a de Teorema Colajului (datorat¼a lui M. Barnsley) care
caracterizeaz¼a un sistem iterativ de funçtii constituit din contraçtii al c¼arui
atractor este apropiat (în metrica Hausdor¤-Pompeiu) de o muļtime presta-
bilit¼a. Mai precis, trebuie determinat¼a o muļtime �nit¼a de contraçtii pe un
spa̧tiu metric complet (care s¼a coņtin¼a muļtimea prestabilit¼a) cu proprietatea
c¼a aceasta este apropiat¼a (în metrica Hausdor¤-Pompeiu) de reuniunea (i.e.
colajul) imaginilor ei prin respectivele contraçtii. Aceast¼a posibilitate de a
reconstrui imagini utilizând sisteme iterative de funçtii a fost folosit¼a cu mare
succes în compresia datelor.
Cele descrise mai sus au ar¼atat c¼a o cale de a l¼argi clasa fractalilor de

tip Hutchinson-Barnsley este dat¼a de c¼autarea r¼aspunsului la urm¼atoarea
întrebare: Ce condi̧tii trebuie impuse asupra spa̧tiului X şi asupra funçtiilor
fi pentru a ne asigura c¼a FS este operator Picard? Una dintre direçtiile de
cercetare generate de întrebarea anterioar¼a este urm¼arirea unui r¼aspuns care
s¼a implice considerarea unor funçtii care s¼a apaŗtin¼a unor clase de operatori
Picard care sunt mai largi decât clasa contraçtiilor.
Prezenta lucrare trateaz¼a urm¼atoarele teme:
- sistemele iterative de funçtii constituite din contraçtii convexe general-

izate în cadrul b-spa̧tiilor metrice (tari) complete;
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- sistemele iterative de funçtii constituite din '-max-contraçtii (în parti-
cular cele constituie din contraçtii Matkowski şi cele constituite din contraçtii
convexe).
Motiva̧tia elabor¼arii prezentei teze este dat¼a de aparteneņta temelor tratate

la direçtia de cercetare expus¼a mai sus care are drept ţel extinderea clasei
fractalilor de tip Hutchinson-Barnsley.

Structura lucr¼arii

În capitolul ini̧tial colect¼am nota̧tiile şi conceptele des utilizate în aceast¼a
lucrare. Mai precis, indic¼am nota̧tiile implicând muļtimi, funçtii şi spa̧tii
metrice. De asemenea, introducem no̧tiunile fundamentale privind conceptele
de metric¼a Hausdor¤-Pompeiu, spa̧tiul codurilor, operator Picard şi funçtie
de compara̧tie.

În cel de al doilea capitol prezent¼am conceptele fundamentale utilizate
în aceast¼a lucrare, anume acelea de sistem iterativ de funçtii, de atractor
al unui astfel de sistem şi de sistem iterativ de funçtii care admite proieçtie
canonic¼a.
În plus, trecem în revist¼a trei modalit¼a̧ti prin care putem stabili c¼a un

sistem iterativ de funçtii are atractor, anume:
a) metoda clasic¼a (datorat¼a lui J. Hutchinson);
b) metoda atractorului (datorat¼a lui R. Miculescu şi A. Mihail);
c) metoda proieçtiei canonice (datorat¼a lui A. Mihail).
Ultimele dou¼a metode vor � utilizate în cadrul acestei lucr¼ari dup¼a cum

urmeaz¼a:
- în capitolul III se face apel la metoda atractorului;
- în capitolul IV se foloseşte metoda proieçtiei canonice.

Dou¼a dintre direçtiile de generalizare ale conceptului de sistem iterativ
de funçtii sunt urm¼atoarele:
- considerarea unor funçtii ale c¼aror domenii de de�ni̧tie sau de valori

sunt mai generale;
- impunerea unor condi̧tii de contractivitate mai generale asupra funçtiilor

constitutive ale sistemului.
Privitor la prima direçtie de generalizare, subliniem articolele [17], [22] şi

[81] în care sunt studiate sistemele iterative de funçtii în cadrul b-spa̧tiilor
metrice (no̧tiune introdus¼a de I.A. Bakhtin (vezi [8]) şi S. Czerwik (vezi [25]
şi [26]).
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În priviņta celei de a doua direçtii de generalizare, un interes special din
punctul de vedere al celor ce urmeaz¼a a � prezentate în cel de al treilea
capitol îl prezint¼a articolul [65] în care se introduce şi se studiaz¼a conceptul
de sistem iterativ de funçtii constituit din contraçtii convexe. Meņtion¼am c¼a
no̧tiunea de contraçtie convex¼a generalizat¼a a fost introdus¼a şi studiat¼a de
V. Istr¼a̧tescu (vezi [43], [44] şi [45]).
Rezultatele prezentate în cel de al treilea capitol re�ect¼a coņtinutul arti-

colului [33]. Ele se încadreaz¼a în ambele direçtii de generalizare ale no̧tiunii
de sistem iterativ de funçtii care au fost prezentate mai sus. Mai precis, uti-
lizând metoda atractorului, studiem sisteme iterative de funçtii constând în
contraçtii convexe generalizate (ceea ce ilustreaz¼a a doua direçtie) în cadrul
b-spa̧tiilor metrice (tari) complete (ilustrând prima direçtie), ob̧tinând astfel
o generalizare a teoremei de punct �x pentru contraçtii convexe datorat¼a lui
Istr¼a̧tescu.

În cel de al patrulea capitol (care red¼a coņtinutul articolului [34]), inspira̧ti
de ideile din [69], i.e. folosind metoda proieçtiei canonice, unui sistem iterativ
de funçtii S îi asociem un operator GS : C ! C, unde C reprezint¼a spa̧tiul
funçtiilor continue de la spa̧tiul codurilor la spa̧tiul metric corespunz¼ator
sistemului (vezi De�ni̧tia IV.3.2). Demonstr¼am c¼a dac¼a GS este operator
Picard, atunci operatorul fractal asociat lui S este operator Picard şi c¼a
S admite proieçtie canonic¼a (vezi Teorema IV.3.5). În plus, introducem
conceptul de sistem iterativ de funçtii constituit din '-max-contraçtii (pe
scurt '-max-IFS- vezi De�ni̧tia IV.2.6) şi ar¼at¼am c¼a operatorul GS asociat
unui astfel de sistem S este Picard, deci S are atractor şi admite proieçtie
canonic¼a (vezi Teorema IV.3.6). Meņtion¼am c¼a sistemele iterative de funçtii
constituite din contraçtii Matkowski şi cele constituite din contraçtii convexe
(vezi De�ni̧ta II.20) sunt cazuri particulare de sisteme iterative de funçtii
constituite din '-max-contraçtii.

Sistemele iterative de funçtii cu probabilit¼a̧ti sunt bine cunoscute pentru
aplica̧tiile lor în compresia imaginilor (vezi [12], [13], [30] şi [31]).
Problema existeņtei şi unicit¼a̧tii m¼asurii invariante a operatorilor de tip

Markov asocia̧ti sistemelor iterative de funçtii cu probabilit¼a̧ti, care a fost
ini̧tat¼a de J. Hutchinson, a fost tratat¼a şi în contexte mai largi.
Cel de al cincilea capitol (care oglindeşte coņtinutul articolului [35]) este

dedicat studiului operatorului Markov asociat unui sistem iterativ de funçtii,
cu probabilit¼a̧ti şi constituit din '-max-contraçtii. Mai precis vom ar¼ata
c¼a un astfel de operator are o unic¼a m¼asur¼a invariant¼a al c¼arei suport este
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atractorul sistemului.

Rezultatele originale coņtinute în prezenta tez¼a şi metodele folosite
pentru ob̧tinerea lor

Principalele rezultate originale coņtinute în prezenta tez¼a sunt urm¼a-
toarele:

a) studierea (cu ajutorul metodei atractorului) sistemelor iterative de
funçtii constituite din contraçtii convexe generalizate în cadrul b-spa̧tiilor me-
trice (tari) complete;

b) demonstrarea (cu ajutorul metodei proieçtiei canonice) faptului c¼a
orice sistem iterativ de funçtii constituit din '-max-contraçtii are atractor şi
admite proieçtie canonic¼a;

c) demonstrarea faptului c¼a operatorul Markov asociat unui sistem itera-
tiv de funçtii, cu probabilit¼a̧ti şi constituit din '-max-contraçtii, are o unic¼a
m¼asur¼a invariant¼a al c¼arei suport este atractorul sistemului; meņtion¼am c¼a
m¼asura invariant¼a este ob̧tinut¼a prin utilizarea teoremei de reprezentare a lui
Riesz, în contrast cu metoda clasic¼a (datorat¼a lui Hutchinson) care const¼a în
utilizarea unei teoreme adecvate de punct �x pentru operatorul Markov.

Diseminarea rezultelor originale coņtinute în prezenta tez¼a

Rezultatele originale meņtionate în seçtiunea anterioar¼a (notate cu a), b)
şi c)) au fost aduse la cunoştiņta comunit¼a̧tii matematice dup¼a cum urmeaz¼a:

a)

În cadrul conferiņtei International Conference on Mathematics and Com-
puter Science (MACOS 2016), Braşov, Romania, 2nd Edition, vineri 9 sep-
tembrie 2016, am suştinut conferiņta cu titlul IFSs consisting of generalized
convex contractions.
Am publicat articolele:
F. Georgescu, IFSs consisting of generalized convex contractions, An. Şti-

iņt. Univ. �Ovidius�Constaņta, Ser. Mat., 25 (2017), 77-86.
F. Georgescu, Iterated function systems consisting of generalized convex

contractions in the framework of complete strong b-metric spaces, An. Univ.
Vest, Timi̧s., Ser. Mat.-Inform., 55 (2017), 119-142.

b)
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În cadrul conferiņtei 23 rd International Conference on Di¤erence Equa-
tions and Applications (ICDEA 2017), Timişoara, Romania, luni 24 iulie
2017, am suştinut conferiņta cu titlul Iterated function systems consisting of
'-max-contractions have attractor.
Am publicat, în colaborare cu R. Miculescu şi A. Mihail, articolul A study

of the attractor of a '-max-IFS via a relatively new method, J. Fixed Point
Theory Appl., (2018) 20:24.

c)

În cadrul conferiņtei 4 th International Conference on Numerical Analysis
and Approximation Theory (NAAT 2018), Cluj-Napoca, Romania, vineri 7
septembrie 2018, am suştinut conferiņta cu titlul Invariant measures associ-
ated to '-max-IFSs with probabilities.
Am publicat, în colaborare cu R. Miculescu şi A. Mihail, articolul Invari-

ant measures of Markov operators associated to iterated function systems con-
sisting of '-max-contractions with probabilities, Indagat. Math., 30 (2019),
214-226.

Muļtumiri

Doresc s¼a-i muļtumesc conduc¼atorului meu de doctorat pentru ajutorul şi
suportul pe care le-am primit de-a lungul perioadei studiilor mele doctorale.
Muļtumirile mele se îndreapt¼a, de asemenea, c¼atre domnul lector dr. ha-

bil. Alexandru Mihail pentru sfaturile şi încuraj¼arile primite în decursul
elabor¼arii prezentei teze.
Îmi exprim gratitudinea fa̧t¼a de membrii Departamentului de Matematic¼a

Informatic¼a pentru crearea unui climat propice cercet¼arilor pe care le-am
desf¼aşurat, precum şi fa̧t¼a de colegii din Şcoala Doctoral¼a cu care am dezb¼atut
diverse teme şi ale c¼aror prezent¼ari mi-au l¼argit cunoştiņtele.
Nu în ultimul rând, sunt recunosc¼ator familiei mele pentru îņtelegerea şi

sprijinul moral de care am avut parte în aceast¼a perioad¼a solicitant¼a.
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CAPITOLUL I

NOTAŢII, TERMINOLOGIE, NOŢIUNI FUNDAMENTALE

În acest capitol am colectat notaţiile şi conceptele utilizate în aceast¼a lu-
crare.

Nota̧tii privind muļtimi şi funçtii

BA semni�c¼a muļtimea funçtiilor cu domeniul A şi codomeniul B.
Pentru o muļtime I şi m 2 N�, vom folosi urm¼atoarele nota̧tii:
-

IN
� not
= �(I);

aşadar, elementele lui �(I) pot � prezentate sub forma unor cuvinte in�nite
! = !1!2:::!n::: cu litere din alfabetul I;
-

If1;2;:::;mg
not
= �m(I);

aşadar, elementele lui �m(I) pot � prezentate sub forma unor cuvinte ! =
!1!2:::!m cu m litere din alfabetul I; m poart¼a numele de lungimea lui ! şi
se noteaz¼a cu j!j;
-

�0(I) [ �1(I) [ ::: [ �m�1(I)
not
= Vm(I),

unde muļtimea �0(I) = f�g const¼a într-un unic element, anume cuvântul vid
notat cu �; aşadar Vm(I) const¼a în muļtimea cuvintelor cu litere din alfabetul
I care au cel mult m� 1 litere;
-

[
n2N
�n(I)

not
= ��(I);

aşadar ��(I) const¼a în muļtimea cuvintelor �nite cu litere din alfabetul I.

Pentru ! = !1!2:::!k!k+1::: 2 �(I) sau ! = !1!2:::!n 2 �n(I) şi m;n 2
N�, m � n, vom folosi urm¼atoarea nota̧tie:

!1!2:::!m
not
= [!]m.
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Date cuvintele ! = !1!2:::!n 2 ��(I) şi � = �1�2:::�m 2 ��(I) sau � =
�1�2:::�k::: 2 �(I), prin !� îņtelegem concatenarea lor, i.e. !1!2:::!n�1�2:::�m,
respectiv !1!2:::!n�1�2:::�k::: .

Pentru o familie de funçtii (fi)i2I , unde fi : X ! X, n 2 N�, �1; �2; :::; �n 2
I şi Y � X, adopt¼am urm¼atoarele nota̧tii:
-

f�1 � f�2 � ::: � f�n
not
= f�1�2:::�n

-
f�1�2:::�n(Y )

not
= Y�1�2:::�n.

S¼a remarc¼am c¼a f i:::i
n litere

, unde i 2 I şi n 2 N�, reprezint¼a compunerea lui fi
cu ea îns¼aşi de n ori. În cazul particular în care familia are un singur element,
anume f : X ! X, pentru compunerea lui f cu ea îns¼aşi de n ori, vom folosi
nota̧tia consacrat¼a f [n]. Meņtion¼am c¼a prin f [0] îņtelegem IdX : X ! X
descris¼a de

IdX(x) = x,

pentru orice x 2 X.

Pentru o funçtie f : X ! X, prin f� (unde � semni�c¼a cuvântul vid)
desemn¼am IdX .

Nota̧tii privind spa̧tiile metrice

Dat un spa̧tiu metric (X; d), x 2 X, A � X şi r > 0, prin:

- B(x; r) not¼am muļtimea fy 2 X j d(y; x) < rg;
- diam(A) not¼am diametrul lui A;

- Pcp(X) îņtelegem muļtimea submuļtimilor nevide şi compacte ale lui X;

- C(X) not¼am muļtimea funçtiilor continue f : X ! R;

- B(X) îņtelegem �-algebra submuļtimilor Borel ale lui X;

- suportul unei m¼asuri Boreliene pozitive şi �nite � peX (notat cu supp �)
îņtelegem cea mai mic¼a submuļtime închis¼a a luiX pe care � este concentrat¼a;
aşadar

supp � = \
F=F�X, �(F )=�(X)

F ;
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-M(X) desemn¼ammuļtimea m¼asurilor Borel peX pozitive şi normalizate
care au suport compact;

- Lip1(X;R) îņtelegem muļtimea funçtiilor f : X ! R cu proprietatea c¼a

lip(f)
def
= sup

x;y2X;x 6=y

jf(x)� f(y)j
d(x; y)

� 1.

Metrica Hausdor¤-Pompeiu

Dat un spa̧tiu metric (X; d), o submuļtime nevid¼a A a lui X şi " > 0,
adopt¼am urm¼atoarea nota̧tie:

E"(A) = fy 2 X j exist¼a x 2 A astfel încât d(x; y) < "g =

= [
x2A
B(x; ").

De�ni̧tia I.1. Dat un spaţiu metric (X; d), funcţia

H : Pcp(X)� Pcp(X)! [0;+1),

de�nit¼a prin

H(A;B) = maxfd(A;B); d(B;A)g =

= inff" 2 (0;1) j A � E"(B) şi B � E"(A)g,
pentru orice A;B 2 Pcp(X), unde

d(A;B) = sup
x2A

d(x;B) = sup
x2A
( inf
y2B

d(x; y)),

se dovedeşte a �o metric¼a care poart¼a numele de metrica Hausdor¤-Pompeiu.

Propozi̧tia I.5 (vezi Theorem 1.15 din [90]). Dac¼a spaţiul metric (X; d)
este complet, atunci şi (Pcp(X); H) este complet.
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Spa̧tiul codurilor

Dat¼a o muļtime nevid¼a I, putem înzestra pe �(I) cu metrica descris¼a
astfel:

d�(!; �) = f
0, dac¼a ! = �
1

2minfk2N
�j!k 6=�kg

, dac¼a ! 6= � ,

unde ! = !1!2!3:::!n!n+1::: şi � = �1�2�3:::�n�n+1:::.

Remarca I.8.
a) Metrica d� induce pe �(I) topologia produs.
b) Convergenţa în spaţiul metric (�(I); d�) este descris¼a astfel: Şirul

(!m)m2N, de elemente din �(I), unde !m = !m1 !
m
2 !

m
3 :::!

m
n !

m
n+1:::, converge

(în d�) c¼atre ! = !1!2!3:::!n!n+1::: 2 �(I) dac¼a şi numai dac¼a pentru
orice k 2 N� exist¼a mk 2 N cu proprietatea c¼a !mk

k = !pk pentru orice p 2 N,
p � mk.
c) (�(I); d�) este un spaţiu metric complet.
d) Dac¼a I este �nit¼a, atunci (�(I); d�) este compact.

Operator Picard

De�ni̧tia I.9. O funcţie f : X ! X, unde (X; d) este un spaţiu metric,
se numeşte operator Picard dac¼a exist¼a un unic element x� 2 X astfel încât
f(x�) = x� şi lim

n!1
f [n](x) = x� pentru orice x 2 X.

Funçtie de compara̧tie

De�ni̧tia I.10. O funcţie ' : [0;1) ! [0;1) se numeşte funcţie de
comparaţie dac¼a satisface urm¼atoarele propriet¼aţi:
i) ' este cresc¼atoare;
ii)

lim
n!1

'[n](x) = 0,

pentru orice x 2 [0;1).

De�ni̧tia I.13. Fie f : X ! X, unde (X; d) este un spaţiu metric, şi '
o funcţie de comparaţie. Spunem c¼a f este o '-contracţie dac¼a

d(f(x); f(y)) � '(d(x; y)),

pentru orice x; y 2 X.
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CAPITOLUL II

SISTEM ITERATIV DE FUNCŢII,
ATRACTOR, PROIECŢIE CANONIC¼A

În acest capitol prezent¼am conceptele fundamentale utilizate în aceast¼a
lucrare, anume acelea de sistem iterativ de funcţii, de atractor al unui astfel
de sistem şi de sistem iterativ de funcţii care admite proiecţie canonic¼a.
În plus, trecem în revist¼a trei modalit¼aţi prin care putem stabili c¼a un

sistem iterativ de funcţii are atractor, anume:
a) metoda clasic¼a (datorat¼a lui J. Hutchinson);
b) metoda atractorului (datorat¼a lui R. Miculescu şi A. Mihail);
c) metoda proiecţiei canonice (datorat¼a lui A. Mihail).
Ultimele dou¼a metode vor � utilizate în cadrul acestei lucr¼ari dup¼a cum

urmeaz¼a:
- în capitolul III se face apel la metoda atractorului;
- în capitolul IV se foloseşte metoda proiecţiei canonice.

Sistem iterativ de funçtii

De�ni̧tia II.1. Se numeşte sistem iterativ de funcţii un dublet ((X; d); (fi)i2I),
unde (X; d) este un spaţiu metric complet şi (fi)i2I este o familie �nit¼a de
funcţii continue de�nite pe X şi cu valori în X.

Vom nota un astfel de sistem în modul urm¼ator:

S = ((X; d); (fi)i2I).

Operatorul fractal asociat sistemului S este funçtia FS : Pcp(X)! Pcp(X)
descris¼a de

FS(K) = [
i2I
fi(K)

pentru orice K 2 Pcp(X).
Spunem c¼a sistemul iterativ de funçtii S are atractor dac¼a FS este ope-

rator Picard.

Punctul �x al lui FS se numeşte atractorul lui S şi se noteaz¼a cu AS .
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Sistem iterativ de funçtii care admite proieçtie canonic¼a

De�ni̧tia II.2. Spunem c¼a sistemul iterativ de funcţii S =((X; d); (fi)i2I)
având atractor admite proiecţie canonic¼a dac¼a:
i) Pentru orice ! = !1!2:::!n!n+1::: 2 �(I), lim

n!1
f!1:::!n(x) - notat¼a cu

�(!) - exist¼a şi nu depinde de x 2 X.
ii) �(!) 2 AS pentru orice ! 2 �(I).
iii) Funcţia � : �(I) ! AS (care se numeşte proiecţie canonic¼a de la

�(I) la AS) are urm¼atoarele propriet¼aţi:
j) este continu¼a;
jj) este surjectiv¼a;
jjj) pentru orice i 2 I, avem:

� � � i =
�
fi � �,

unde � i : �(I) ! �(I) este dat¼a de � i(!) = i! pentru orice ! 2 �(I) şi
�
fi : AS ! AS este dat¼a de

�
fi(x) = fi(x) pentru orice x 2 AS .

Metoda clasic¼a

Descrierea metodei

Fie S =((X; d); (fi)i2I) un sistem iterativ de funçtii şi P o clas¼a de ope-
ratori Picard astfel încât fi este un element al lui P pentru orice i 2 I.
Metoda clasic¼a const¼a în justi�carea existeņtei atractorului lui S prin

stabilirea aparteneņtei lui FS la clasa P.
Prin urmare, FS are un unic punct �x AS şi

lim
n!1

F
[n]
S (K) = AS ,

pentru orice submuļtime compact¼a şi nevid¼a K a spa̧tiului metric asociat
sistemului, ceea ce justi�c¼a terminologia de atractor atribuit¼a lui AS .

Metoda descris¼a mai sus a fost introdus¼a de J. Hutchinson (vezi [41]) în
cazul sistemelor iterative de funçtii constituite din contraçtii. Mai precis,
avem urm¼atoarea:

De�ni̧tia II.3. Un sistem iterativ de funcţii constituit din contracţii este
un sistem iterativ de funcţii S = ((X; d); (fk)k2f1;:::;ng) cu proprietatea c¼a fk
este contracţie pentru orice k 2 f1; :::; ng.
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Teorema II.4 (vezi [41]). Pentru orice sistem iterativ de funcţii con-
stituit din contracţii S, operatorul fractal FS este contracţie (în raport cu
metrica Hausdor¤-Pompeiu). În particular, el este operator Picard.

Remarca II.5. În clasa mulţimilor care se pot prezenta ca atractor al
unui sistem iterativ de funcţii constituit din contracţii putem g¼asi majoritatea
mulţimilor fractale standard (mulţimea triadic¼a a lui Cantor, triunghiul lui
Sierpinski, buretele lui Monge, feriga lui Barnsley, curba lui Koch etc).

Remarca II.6. Menţion¼am c¼a exist¼a mulţimi compacte ale lui R care
nu pot �prezentate ca atractorul nici unui sistem iterativ de funcţii constituit
din contracţii (vezi [9], [24], [52], [54], [88] şi [97]).

Cele dou¼a remarci de mai sus stau la baza efortului actual de a dezvolta
teoria sistemelor iterative de funçtii, care a fost fundamentat¼a de J. Hutchin-
son şi popularizat¼a de M. Barnsley (vezi [10]), prin considerarea sistemelor
iterative de funçtii constituite din elemente care satisfac condi̧tii de contrac-
tivitate mai generale.

Rezultate obţinute prin utilizarea metodei clasice

Pentru început prezent¼am un rezultat, ob̧tinut prin utilizarea metodei cla-
sice, ce vizeaz¼a sistemele iterative de funçtii constituite din contraçtii slabe.

De�ni̧tia II.7 (vezi De�nition 2.1 din [38]). O funcţie f : X ! X, unde
(X; d) este un spaţiu metric, se numeşte contracţie slab¼a dac¼a

lim
s!t
s>t

sup
x;y2X; d(x;y)�s

d(f(x); f(y)) < t,

pentru orice t > 0.

Teorema II.10 (vezi Lemma 2.3 şi Theorem 3.1 din [38]). Pentru orice
sistem iterativ de funcţii constituit din contracţii slabe S = ((X; d); (fk)k2f1;:::;ng),
operatorul fractal FS este o contracţie slab¼a (în raport cu metrica Hausdor¤-
Pompeiu).

Remarca II.11. Teorema anterioar¼a a fost generalizat¼a de Y. Shiota
(vezi [94]) prin înlocuirea ceriņtei ca funçtiile fk s¼a �e contraçtii slabe cu
urm¼atoarea ceriņt¼a mai general¼a: funçtiile fk sunt continue şi exist¼a N 2 N�
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astfel încât f!1�f!2�:::�f!N este contraçtie slab¼a pentru orice !1; !2; :::; !N 2
f1; :::; ng.

În continuare prezent¼am un rezultat, mai recent, ob̧tinut tot prin uti-
lizarea metodei clasice, ce trateaz¼a sistemele iterative de funçtii constituite
din F -contraçtii.

De�ni̧tia II.12 (vezi De�nition 2.1 din [100]). Spunem c¼a o funcţie
F : (0;1)! R aparţine clasei F dac¼a satisface urm¼atoarele trei condiţii:
i) F este strict cresc¼atoare;
ii) pentru orice şir (xn)n2N de numere reale pozitive este valid¼a echivalenţa:

lim
n!1

xn = 0() lim
n!1

F (xn) = �1;

iii) exist¼a � 2 (0; 1) astfel încât

lim
x!0
x>0

x�F (x) = 0.

De�ni̧tia II.14 (vezi De�nition 2.1 din [100]). Fie (X; d) un spaţiu
metric şi F 2 F . O funcţie f : X ! X se numeşte F -contracţie dac¼a exist¼a
� > 0 astfel încât

� + F (d(f(x); f(y))) � F (d(x; y)),

pentru orice x; y 2 X cu proprietatea c¼a f(x) 6= f(y).

De�ni̧tia II.18 (vezi De�nition 4.1 din [91]). Un sistem iterativ de funcţii
constituit din F -contracţii este un sistem iterativ de funcţii S = ((X; d); (fk)k2f1;:::;ng)
cu proprietatea c¼a exist¼a o familie �nit¼a (Fk)k2f1;:::;ng de elemente din F ast-
fel încât fk este Fk-contracţie pentru orice k 2 f1; :::; ng.

Teorema II.19 (vezi Theorem 4.1 din [91]). Fie S = ((X; d); (fk)k2f1;:::;ng)
un sistem iterativ de funcţii constând din F -contracţii astfel încât F � Fk
este cresc¼atoare pentru orice k 2 f1; 2; :::; ng, unde F = maxfF1; :::; Fng.
Atunci F 2 F şi operatorul fractal FS este o F -contracţie (în raport cu
metrica Hausdor¤-Pompeiu). În particular, el este operator Picard.
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În situa̧tiile în care aplicarea metodei clasice este di�cil¼a dispunem de
dou¼a metode alternative care vor � prezentate în continuare.

Metoda atractorului

Descrierea metodei

Aceast¼a metod¼a (introdus¼a în [65]) const¼a în justi�carea existeņtei atrac-
torului unui sistem iterativ de funçtii S = ((X; d); (fi)i2I) prin parcurgerea
urm¼atorilor paşi:

Pas 1. Demonstrarea existeņtei unui unic element A 2 Pcp(X) cu propri-
etatea c¼a

lim
n!1

F
[n]
S (K) = A,

pentru orice K 2 Pcp(X).
Pas 2. Utilizarea continuit¼a̧tii secveņtiale a operatorului fractal FS pentru

a conchide c¼a acesta este operator Picard şi c¼a A = AS .

Numele metodei este sugerat de pasul 1.

Rezultate obţinute prin utilizarea metodei atractorului

Un prim rezultat ob̧tinut prin metoda meņtionat¼a mai sus se refer¼a la
sisteme iterative de funçtii constituite din contraçtii convexe.

De�ni̧tia II.20 (vezi De�ni̧tia 3.1 din [65]). Un sistem iterativ de funcţii
constituit din contracţii convexe este un sistem iterativ de funcţii S = ((X; d); (fk)k2I)
cu proprietatea c¼a pentru orice i; j 2 I exist¼a aij; bij; cij 2 [0;1) astfel încât:
i)

aij + bij + cij
def
= dij şi max

i;j2I
dij < 1;

ii)

d((fi � fj)(x); (fi � fj)(y)) � aijd(x; y) + bijd(fi(x); fi(y)) + cijd(fj(x); fj(y)),

pentru orice i; j 2 I şi orice x; y 2 X.

Teorema II.21 (vezi Theorem 3.2 din [65]). Fie S = ((X; d); (fi)i2I)
un sistem iterativ de funcţii constând din contracţii convexe. Atunci FS este
operator Picard, i.e. S are atractor.
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Un al doilea rezultat ob̧tinut prin metoda atractorului este dedicat sis-
temelor iterative de funçtii de tip Reich (a se vedea De�nition 3.1 din [64] şi
Theorem 3.2 din [64]).

Metoda proieçtiei canonice

Descrierea metodei

Aceast¼a metod¼a const¼a în justi�carea existeņtei atractorului unui sistem
iterativ de funçtii S prin construçtia unui operator GS : C ! C, unde C
reprezint¼a spa̧tiul funçtiilor continue de la spa̧tiul codurilor la spa̧tiul metric
corespunz¼ator sistemului şi demonstrarea faptului c¼a dac¼a GS este operator
Picard, atunci FS este operator Picard (deci S are atractor) şi S admite
proieçtie canonic¼a.

Rezultate obţinute prin utilizarea metodei proiecţiei canonice

De�ni̧tia II.24. O funcţie f : X ! X, unde (X; d) este un spaţiu
metric, se numeşte Meir-Keeler dac¼a pentru orice " > 0 exist¼a �" > 0 astfel
încât

d(f(x); f(y)) < ",

pentru orice x; y 2 X cu proprietatea c¼a d(x; y) < "+ �".

Teorema II.25 (vezi Theorem 3.2 din [69]). Orice sistem iterativ de
funcţii S = ((X; d); (fi)i2I) astfel încât funcţiile fi sunt Meir-Keeler are
atractor. Mai precis,

AS = �0(�(I)),

�0 �ind punctul �x al operatorului Picard GS : C ! C descris de

GS(g) = GS;g,

pentru orice g 2 C, unde C desemneaz¼a spaţiul metric al funcţiilor continue
de la �(I) la X înzestrat cu distanţa uniform¼a şi funcţia GS;g : �(I) ! X
este dat¼a de

GS;g(!1!2:::!n:::) = (f!1 � g �R)(!1!2:::!n:::),

R : �(I)! �(I) acţionând dup¼a regula

R(!1!2:::!n:::) = !2:::!n:::,

pentru orice !1!2:::!n!n+1::: 2 �(I).
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CAPITOLUL III

SISTEME ITERATIVEDE FUNCŢII CONSTITUITEDINCON-
TRACŢII CONVEXEGENERALIZATE ÎNCADRUL b-SPAŢIILOR
METRICE

Conceptul de contraçtie convex¼a generalizat¼a a fost introdus de V. Istr¼a̧tescu
(vezi [43], [44] şi [45]), iar cel de b-spa̧tiu metric de I.A. Bakhtin (vezi [8]) şi
S. Czerwik (vezi [25] şi [26]).
În acest capitol, care re�ect¼a conţinutul lucr¼arii [33], vom combina cele

dou¼a concepte mai sus amintite. Mai precis, vom studia sisteme iterative
de funcţii constituite din contracţii convexe generalizate în cadrul b-spaţiilor
metrice. Utilizând metoda atractorului, vom demonstra existenţa şi unici-
tatea atractorului unui astfel de sistem, obţinând astfel o generalizare a teo-
remei de punct �x pentru contracţii convexe datorat¼a lui Istr¼aţescu.

1. Introducere

Dou¼a dintre direçtiile de generalizare ale conceptului de sistem iterativ
de funçtii sunt urm¼atoarele:
- considerarea unor funçtii ale c¼aror domenii de de�ni̧tie sau de valori

sunt mai generale (vezi, spre exemplu, [6], [16], [21], [22], [37], [51], [56] şi
[81]).
- impunerea unor condi̧tii de contractivitate mai generale asupra funçtiilor

constitutive ale sistemului (vezi, spre exemplu, [29], [58], [64], [65], [71], [72],
[81], [85], [91], [93], [98] şi [99]).
Privitor la prima direçtie de generalizare, subliniem articolele [16], [22] şi

[81] în care sunt studiate sistemele iterative de funçtii în cadrul b-spa̧tiilor
metrice. Meņtion¼am c¼a în ultima perioad¼a s-au ob̧tinut o serie de teoreme
de punct �x în cadrul b-spa̧tiilor metrice (vezi, spre exemplu, [1], [7], [14],
[17], [18], [28], [48], [49], [50], [53], [67], [74], [75], [80], [82], [84], [86], [87],
[89], [95], [96] şi [104]).
În priviņta celei de a doua direçtii de generalizare, un interes special

din punctul de vedere al celor ce urmeaz¼a a � prezentate în acest capitol îl
prezint¼a articolul [65] în care se introduce şi se studiaz¼a conceptul de sistem
iterativ de funçtii constituit din contraçtii convexe. Meņtion¼am c¼a no̧ti-
unea de contraçtie convex¼a generalizat¼a, care a fost introdus¼a şi studiat¼a
de V. Istr¼a̧tescu (vezi [43], [44] şi [45]), a constituit de asemenea obiectul
cercet¼arilor lui S. András (vezi [4] şi [5]).
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De�ni̧tia III.1.1. O funcţie continu¼a f : X ! X, unde (X; d) este un
spaţiu metric, se numeşte contracţie convex¼a generalizat¼a dac¼a exist¼a m 2 N�
şi �0; �1; : : : ; �m�1 � 0 astfel încât

m�1X
i=0

�i < 1

şi

d(f [m](x); f [m](y)) �
m�1X
k=0

�kd(f
[k](x); f [k](y)),

pentru orice x; y 2 X.
Ei au demostrat c¼a orice contraçtie convex¼a generalizat¼a continu¼a este

operator Picard.
În cazul m = 1 ob̧tinem conceptul de contraçtie, iar în cazul m = 2 pe

cel de contraçtie convex¼a.
Generaliz¼ari ale rezultatului lui Istr¼a̧tescu se g¼asesc în [2], [36], [40], [55],

[62] şi [79].

Rezultatele prezentate în acest capitol se încadreaz¼a în ambele direçtii de
generalizare ale no̧tiunii de sistem iterativ de funçtii care au fost prezentate
mai sus. Mai precis, studiem sisteme iterative de funçtii constituite din
contraçtii convexe generalizate (ceea ce ilustreaz¼a a doua direçtie) în cadrul
b-spa̧tiilor metrice (tari) complete (ilustrând prima direçtie).

Pe de o parte este datoria noastr¼a s¼a meņtion¼am in�ueņta exercitat¼a de
articolul [65] asupra coņtinutului acestui capitol.
Pe de alt¼a parte, trebuie s¼a subliniem c¼a, atunci când lucr¼am în cadrul

spa̧tiilor b-metrice, exist¼a unele restriçtii consistente în raport cu cadrul clasic
al spa̧tiilor metrice. În acest sens, dat un b-spa̧tiu metric (X; d; s) (vezi
De�ni̧tia III.2.1), x 2 X, r > 0, (xn)n2N şi (yn)n2N şiruri de elemente din
X şi u; v 2 X astfel încât lim

n!1
xn = u şi lim

n!1
yn = v (vezi De�ni̧tia III.2.4),

meņtion¼am urm¼atoarele :
- fy 2 X j d(x; y) < rg nu este neap¼arat deschis¼a (vezi [3]);
- fy 2 X j d(x; y) � rg nu este neap¼arat închis¼a;
- d nu este neap¼arat continu¼a (de fapt avem

1

s2
d(u; v) � lim

n!1
d(xn; yn) � lim

n!1
d(xn; yn) � s2d(u; v)
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şi
1

s
d(u; x) � lim

n!1
d(xn; x) � lim

n!1
d(xn; x) � sd(u; x)

vezi [75], [80] şi [86]).

2. Preliminarii

Câteva fapte fundamentale privind b-spa̧tiile metrice

De�ni̧tia III.2.1. Fie X o mulţime nevid¼a şi s 2 [1;1). O funcţie d :
X�X ! [0;1) se numeşte b-metric¼a dac¼a satisface urm¼atoarele propriet¼aţi
:
i)

d(x; y) = 0, x = y;

ii)
d(x; y) = d(y; x),

pentru orice x; y 2 X;
iii)

d(x; y) � s(d(x; z) + d(z; y)),
pentru orice x; y; z 2 X.

Un sistem precum cel descris mai sus se va nota cu (X; d; s) şi se va numi
b-spa̧tiu metric cu constanta s.

Exemplele clasice de b-spa̧tii metrice sunt lp(R) şi Lp[0; 1], cu p 2 (0; 1).
Alte exemple de astfel de spa̧tii pot � g¼asite în [7], [14], [18], [25] şi [26].

Remarca III.2.2. Orice spaţiu metric este un b-spaţiu metric (cu con-
stanta 1). Exist¼a b-spaţii metrice care nu sunt spaţii metrice.

De�ni̧tia III.2.4. Un şir (xn)n2N de elemente dintr-un b-spaţiu metric
(X; d; s) se numeşte:
- convergent dac¼a exist¼a l 2 X astfel încât

lim
n!1

d(xn; l) = 0;

în acest caz vom utiliza notaţia lim
n!1

xn = l care este justi�cat¼a de unicitatea

lui l;
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- Cauchy dac¼a lim
m;n!1

d(xm; xn) = 0, i.e. pentru orice " > 0 exist¼a n" 2 N
astfel încât

d(xm; xn) < ",

pentru orice m;n 2 N, m;n � n".
Un b-spaţiu metric (X; d; s) se numeşte complet dac¼a orice şir Cauchy de

elemente din X este convergent.

Remarca III.2.6. Vom înzestra un b-spaţiu metric cu topologia indus¼a
de convergenţa şirurilor.
În particular, avem:
- închiderea Y unei submulţimi Y a unui b-spaţiu metric (X; d; s) este

de�nit¼a astfel:

Y = fx 2 X j exist¼a (xn)n2N şir de elemente din Y astfel încât lim
n!1

xn = xg;

- o funcţie f : A ! X, unde A este o submulţime a b-spaţiu metric
(X; d; s), este continu¼a dac¼a lim

n!1
f(xn) = f(l) pentru orice şir (xn)n2N de

elemente din A convergent c¼atre l 2 A.

Deoarece, aşa cum am meņtionat în Introducere, într-un b-spa̧tiu metric
arbitrar, distaņta d nu este neap¼arat continu¼a, vom introducere o subclas¼a a
b-spa̧tiilor metrice care remediaz¼a acest neajuns.

De�ni̧tia III.2.7. Dat¼a o mulţime nevid¼a X şi un num¼ar real s 2 [1;1),
o funcţie d : X � X ! [0;1) se numeşte b-metric¼a tare dac¼a satisface
urm¼atoarele propriet¼aţi:
i)

d(x; y) = 0() x = y;

ii)
d(x; y) = d(y; x),

pentru orice x; y 2 X;
iii)

d(x; y) � d(x; z) + sd(z; y),
pentru orice x; y; z 2 X.

Printr-un abuz de nota̧tie, vom nota un astfel de sistem tot cu (X; d; s)
şi îl vom numi b-spa̧tiu metric tare cu constanta s.
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Remarca III.2.8. Orice spaţiu metric este un b-spaţiu metric tare cu
constanta s = 1. Orice b-spaţiu metric tare cu constanta s este b-spaţiu
metric cu constanta s.

Propozi̧tia III.2.9 (vezi paginile 122 şi 123 din [50]). Fie (X; d; s)
un b-spaţiu metric tare. Atunci lim

n!1
d(xn; yn) = d(x; y) pentru orice şiruri

(xn)n2N şi (yn)n2N de elemente din X şi x; y 2 X astfel încât lim
n!1

xn = x şi

lim
n!1

yn = y, i.e. d este continu¼a.

Câteva fapte fundamentale privind metrica Hausdor¤-Pompeiu
în cadrul b-spa̧tiilor metrice

Urm¼arind nota̧tiile din [16], vom utiliza urm¼atoarele clase de p¼aŗti ale
unui b-spa̧tiu metric (X; d; s):
-

P(X) = fY j Y � Xg;
-

P (X) = fY 2 P(X) j Y 6= ;g;
-

Pcp(X) = fY 2 P (X) j Y este compact¼ag,
unde Y compact¼a însemn¼a c¼a pentru orice şir de elemente din Y exist¼a un
subşir convergent la un element din Y .

De�ni̧tia III.2.10. Pentru un b-spaţiu metric (X; d; s), vom consi-
dera funcţia H : P(X)� P(X)! [0;+1] descris¼a astfel:

H(A;B) = maxfsup
x2A
( inf
y2B
d(x; y)); sup

x2B
(inf
y2A
d(x; y))g =

= inff� 2 [0;1] j A � E�(B) şi B � E�(A)g,
pentru orice A;B 2 P(X), unde

E�(A) = [
x2A
B(x; �) = fy 2 X j exist¼a x 2 A astfel încât d(x; y) < �g.

Conceptul de operator Picard
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De�ni̧tia III.2.11. O funcţie f : X ! X, unde (X; d; s) este un b-
spaţiu metric, se numeşte operator Picard dac¼a exist¼a un unic x� 2 X astfel
încât f(x�) = x� şi lim

n!1
f [n](x) = x� pentru orice x 2 X.

3. Rezultatele principale

De�ni̧tia III.3.1. Dat un num¼ar natural m, prin sistem iterativ de
funcţii constituit din contracţii convexe generalizate înţelegem un dublet ((X; d; s); (fi)i2I),
unde (X; d; s) este un b spaţiu metric complet şi (fi)i2I o familie �nit¼a de
funcţii continue de�nite pe X cu valori în X, cu urm¼atoarele propriet¼aţi:
pentru orice ! 2 �m(I) exist¼a o familie de numere reale pozitive (a!;v)v2Vm(I)
astfel încât:
�)

max
!2�m(I)

X
v2Vm(I)

a!;v <
1

sm
;

�)
d(f!(x); f!(y)) �

X
v2Vm(I)

a!;vd(fv(x); fv(y)),

pentru orice ! 2 �m(I) şi orice x; y 2 X.
Un astfel de sistem se va nota cu

S = ((X; d; s);m; (fi)i2I).

Unui astfel de sistem i se poate asocia funçtia FS : Pcp(X)! Pcp(X) dat¼a
de

FS(K) = [
i2I
fi(K)

pentru orice K 2 Pcp(X).

Spunem c¼a sistemul iterativ de funçtii S are atractor dac¼a FS este ope-
rator Picard.

Punctul �x al lui FS se numeşte atractorul lui S şi se noteaz¼a cu AS .

În cele ce urmeaz¼a, pentru un sistem iterativ de funçtii constând în con-
traçtii convexe generalizate pe un b-spa̧tiu metric complet S = ((X; d; s);m; (fi)i2I),
vom utiliza urm¼atoarele nota̧tii:
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-
�(K1; K2)

not
= sup

x2K1;y2K2

d(x; y),

pentru orice K1; K2 2 Pcp(X);
-

xn(K1; K2)
not
= maxf�(f!(K1); f!(K2)) j ! 2 �n(I)g,

unde K1; K2 2 Pcp(X), n 2 N�;
-

yn(K1; K2) = maxfxn(K1; K2); :::; xn�m+2(K1; K2); xn�m+1(K1; K2)g,

unde n 2 N�, n > m� 1 şi K1; K2 2 Pcp(X).

Propozi̧tia III.3.2. Pentru orice sistem iterativ de funcţii constituit din
contracţii convexe generalizate S = ((X; d; s);m; (fi)i2I), exist¼a AS 2 Pcp(X)
astfel încât şirul (F [n]S (K))n2N� converge (în metrica Hausdor¤-Pompeiu)
c¼atre AS pentru orice K 2 Pcp(X).
Demonstraţie. Demonstra̧tia este împ¼aŗtit¼a în patru paşi:

Primul pas este s¼a ar¼at¼am c¼a şirul (yk+m(K1; K2))k2N este descresc¼ator
pentru orice K1; K2 2 Pcp(X).

Al Doilea Pas const¼a în demonstrarea faptului c¼a seria
1X
k=m

skyk(K1; K2)

este convergent¼a pentru orice K1; K2 2 Pcp(X).

Al Treilea Pas este reprezentat de justi�carea faptului c¼a şirul (F [k]S (K))k2N�
este convergent pentru orice K 2 Pcp(X).

Al Patrulea Pas rezid¼a în a ar¼ata c¼a toate şirurile (F [k]S (K))k2N�, unde
K 2 Pcp(X), au aceeaşi limit¼a.

În �nal, notând cu AS limita comun¼a a şirurilor (F
[k]
S (K))k2N�, unde K 2

Pcp(X), concluzion¼am c¼a lim
k!1

H(F
[k]
S (K); AS) = 0 pentru orice K 2 Pcp(X).

�

Propozi̧tia III.3.3. Pentru orice sistem iterativ de funcţii constând din
contracţii convexe generalizate S = ((X; d; s);m; (fi)i2I) şi orice ! 2 �(I),
exist¼a A! 2 Pcp(X) astfel încât

lim
k!1

H(f[!]k(K); A!) = 0,
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pentru orice K 2 Pcp(X).

Urm¼atoarele dou¼a leme furnizeaz¼a detalii privind convergeņta prezentat¼a
în cadrul Propozi̧tiei III.3.3.

Lema III.3.4. În cadrul Propoziţiei III.3.3, avem

lim
n!1

sup
!2�(I)

H(f[!]n(K); A!) = 0,

pentru orice K 2 Pcp(X), i.e. convergenţa descris¼a în cadrul propoziţiei mai
sus menţionate este uniform¼a în raport cu ! 2 �(I).

Lema III.3.5. În cadrul Propoziţiei III.3.3, mulţimea A! const¼a într-un
unic element care va � notat cu a!.

Remarcile anterioare pot � sumarizate astfel:

lim
n!1

sup
!2�(I)

H(f[!]n(K); fa!g) = 0,

pentru orice K 2 Pcp(X).

Rezultatul urm¼ator furnizeaz¼a, în cazul b-spa̧tiilor metrice tari, o descriere
a lui AS prin intermediul elementelor a!.

Propozi̧tia III.3.6. Pentru orice sistem iterativ de funcţii constând din
contracţii convexe generalizate S = ((X; d; s);m; (fi)i2I), unde (X; d; s) este
un b-spaţiu metric tare complet, cu notaţiile utilizate în remarcile anterioare,
AS este închiderea mulţimii fa! j ! 2 �(I)g.

Propozi̧tie III.3.7. Pentru orice sistem iterativ de funcţii constând din
contracţii convexe generalizate S = ((X; d; s);m; (fi)i2I), unde (X; d; s) este
un b-spaţiu metric tare complet, FS este continu¼a.

Propozi̧tie III.3.8. Pentru orice sistem iterativ de funcţii constând din
contracţii convexe generalizate S = ((X; d; s);m; (fi)i2I), unde (X; d; s) este
un b-spaţiu metric tare complet, FS este operator Picard.

4. Remarci �nale

Putem reformula propozi̧tia anterioar¼a astfel:
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Teorema III.4.1. Orice sistem iterativ de funcţii constituit din contracţii
convexe generalizate pe un b-spaţiu metric tare complet are atractor.

Remarca III.4.2. Propoziţia III.3.2 explic¼a de ce AS poart¼a numele de
atractorul lui S, anume pentru c¼a "atrage" toate elementele lui Pcp(X).

Remarca III.4.3. Cazul s = 1 a fost tratat în [32]. Dac¼a mulţimea I
are un unic element, ((X; d; 1);m; (fi)i2I) reprezint¼a noţiunea de contracţie
convex¼a generalizat¼a introdus¼a de V. Istr¼aţescu. Noţiunea de sistem iterativ
de funcţii constituit din contracţii convexe introdus¼a în [65] este un caz par-
ticular al celei de sistem iterativ de funcţii constituit din contracţii convexe
generalizate (anume cazul m = 2).

Un exemplu

Vom considera spa̧tiul metric (X; d), unde X = R şi d este distaņta
euclidian¼a.
Vom considera de asemenea funçtiile continue fk : X!X, unde k 2

f1; :::; ng, n 2 N�, date de

fk(x) = f
0, x 2 [��; �]

sin kx, x 2 Rr [��; �] .

S = ((X; d; 1);m; (fi)i2f1;::;ng), undem 2 N,m � 2, este un sistem iterativ
de funçtii constituit din contraçtii convexe generalizate al c¼arui atractor este

AS = f0g.
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CAPITOLUL IV

SISTEME ITERATIVE DE FUNCŢII CONSTITUITE DIN
'-MAX-CONTRACŢII

În acest capitol (care red¼a coņtinutul lucr¼arii [34]), inspiraţi de ideile din
[69], i.e. folosind metoda proiecţiei canonice, unui sistem iterativ de funcţii
S îi asociem un operator GS : C ! C, unde C reprezint¼a spaţiul funcţi-
ilor continue de la spaţiul codurilor la spaţiul metric corespunz¼ator sistemu-
lui. Demonstr¼am c¼a dac¼a GS este operator Picard, atunci operatorul fractal
asociat lui S este operator Picard şi c¼a S admite proiecţie canonic¼a. În
plus, introducem conceptul de sistem iterativ de funcţii constituit din '-max-
contracţii (pe scurt '-max-IFS) şi ar¼at¼am c¼a operatorul GS asociat unui
astfel de sistem S este Picard, deci S are atractor şi admite proiecţie canon-
ic¼a. Menţion¼am c¼a sistemele iterative de funcţii constituite din contracţii
Matkowski şi cele constituite din contracţii convexe sunt cazuri particulare
de sisteme iterative de funcţii constituite din '-max-contracţii.

1. Introducere

Importaņta conceptului de spa̧tiu al codurilor şi al celui de proieçtie
canonic¼a asociat¼a unui sistem iterativ de funçtii în descrierea propriet¼a̧tilor
topologice ale atractorului sistemului a fost subliniat¼a în câteva lucr¼ari pre-
cum [11] (care trateaz¼a "fractal tops" ), [70] (unde sunt tratate aceste con-
cepte asociate unui sistem iterativ de funçtii constituit dintr-o muļtime in-
�nit¼a de elemente) şi [39]. Un loc special în cadrul acestei discu̧tii îl ocup¼a
lucrarea [69], în cadrul c¼areia proieçtie canonic¼a de la spa̧tiul codurilor la
atractorul unui sistem iterativ de funçtii (posibil) in�nit este prezentat¼a ca
un punct �x, în dou¼a situa̧tii: a) funçtiile constitutive ale sistemului sunt
uniform Meir-Keeler; b) spa̧tiul metric asociat sistemului este compact şi
sistemul este constituit dintr-o muļtime �nit¼a de funçtii.
Ca parte a actualului efort de a extinde teoria clasic¼a a lui Hutchinson

cu privire la sistemele iterative de funçtii, în lucrarea [65] s-a introdus con-
ceptul de sistem iterativ de funçtii constituit din contraçtii convexe şi s-a
dovedit existeņta şi unicitatea atractorului unui astfel de sistem. Pentru o
generalizare a acestui rezultat se pot consulta [32] şi [33] (vezi, de asemenea,
capitolul anterior).
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În acest capitol, folosind metoda proieçtiei canonice, unui sistem iterativ
de funçtii S îi asociem un operator GS : C ! C, unde C reprezint¼a spa̧tiul
funçtiilor continue de la spa̧tiul codurilor la spa̧tiul metric corespunz¼ator
sistemului (vezi De�ni̧tia IV.3.2). Demonstr¼am c¼a dac¼a GS este operator
Picard, atunci operatorul fractal asociat lui S este operator Picard şi c¼a
S admite proieçtie canonic¼a (vezi Teorema IV.3.5). În plus, introducem
conceptul de sistem iterativ de funçtii constituit din '-max-contraçtii (pe
scurt '-max-IFS- vezi De�ni̧tia IV.2.6) şi ar¼at¼am c¼a operatorul GS asociat
unui astfel de sistem S este Picard, deci S are atractor şi admite proieçtie
canonic¼a (vezi Teorema IV.3.6). Meņtion¼am c¼a sistemele iterative de funçtii
constituie din contraçtii Matkowski şi cele constituite din contraçtii convexe
(vezi De�ni̧ta II.20) sunt cazuri particulare de sisteme iterative de funçtii
constituite din '-max-contraçtii.

2. Preliminarii

Teorema IV.2.1 (vezi Theorem 3.1 din [66]). Orice funcţie continu¼a
f : X ! X, unde (X; d) este un spaţiu metric complet, pentru care exist¼a o
funcţie de comparaţie ' : [0;1)! [0;1) şi p 2 N� astfel încât

d(f [p](x); f [p](y)) � '( max
j2f0;1;2;:::;p�1g

d(f [j](x); f [j](y))),

pentru orice x; y 2 X, este operator Picard.

Sisteme iterative de funçtii constituite din '-max-contraçtii

De�ni̧tia IV.2.6. Un sistem iterativ de funcţii constituit din '-max-
contracţii (pe scurt '-max-IFS) este un istem iterativ de funcţii S = ((X; d); (fi)i2I)
cu proprietatea c¼a exist¼a o funcţie de comparaţie ' : [0;1) ! [0;1) şi
p 2 N� astfel încât

max
!2�p(I)

d(f!(x); f!(y)) � '( max
!2Vp(I)

d(f!(x); f!(y))),

pentru orice x; y 2 X.

Spa̧tiul metric metric (C; du)

Dat¼a o muļtime nevid¼a �nit¼a I şi un spa̧tiu metric (X; d), vom considera
spa̧tiul metric (C; du), unde

C = ff : �(I)! X j f este continu¼ag
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şi
du(f; g) = sup

!2�(I)
d(f(!); g(!))

pentru orice f; g 2 C.

Remarca IV.2.10. Dac¼a spaţiul metric (X; d) este complet, atunci
(C; du) este complet.

3. Rezultatele principale

În cadrul acestei seçtiuni vom considera numai sisteme iterative de funçtii
S = ((X; d); (fi)i2I) pentru care muļtimea �nit¼a I are cel pu̧tin dou¼a ele-
mente.

Operatorul GS : C ! C asociat unui '-max-IFS S

Dat un sistem iterativ de funçtii S = ((X; d); (fi)i2I) şi g 2 C, vom
considera funçtia GS;g : �(I)! X descris¼a de

GS;g(!1!2:::!n:::) = (f!1 � g �R)(!1!2:::!n:::),

unde R : �(I) ! �(I) este dat¼a de R(!1!2:::!n:::) = !2:::!n::: pentru orice
!1!2:::!n!n+1::: 2 �(I).

De�ni̧tia IV.3.2. Operatorul GS : C ! C asociat unui sistem iterativ
de funcţii S este descris astfel:

GS(g) = GS;g

pentru orice g 2 C.

Propozi̧tia IV.3.4. Operatorul GS : C ! C asociat oric¼arui sistem
iterativ de funcţii S este continuu.

Teorema IV.3.5. Dac¼a operatorul GS asociat unui sistem iterativ de
funcţii S este operator Picard, atunci operatorul fractal FS este operator
Picard şi S admite proiecţie canonic¼a.
Demonstraţie. Fie S = ((X; d); (fi)i2I) şi �e g0 2 C unicul punct �x al lui

GS .

A�rma̧tia 1. g0(�(I)) 2 Pcp(X).
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A�rma̧tia 2. g0(�(I)) este un punct �x al lui FS.

A�rma̧tia 3. lim
n!1

F
[n]
S (K) = g0(�(I)) pentru orice K 2 Pcp(X).

A�rma̧tia 4. g0(�(I)) este unicul punct �x al lui FS .

A�rma̧tiile anterioare ne permit s¼a tragem concluzia c¼a FS este un ope-
rator Picard al c¼arui punct �x este g0(�(I)).

În �nal se constat¼a c¼a funçtia continu¼a şi surjectiv¼a g0 : �(I)! g0(�(I)) =
AS este proieçtia canonic¼a de la �(I) la AS , deci S admite proieçtie canonic¼a.
�

Teorema IV.3.6. Operatorul GS asociat unui '-max-IFS S este ope-
rator Picard. În particular, S are atractor şi admite proiecţie canonic¼a.
Demonstraţie. Fie S = (X; (fi)i2I).
Se poate ar¼ata c¼a

du(G
[p]
S (g); G

[p]
S (h)) � '( max

j2f0;1;:::;p�1g
du(G

[j]
S (g); G

[j]
S (h))), (1)

pentru orice g; h 2 C, unde ' şi p sunt descrise în De�ni̧tia IV.2.6.
Având în vedere Remarca IV.2.10, Propozi̧tia IV.3.4 şi (1), Teorema

IV.2.1 ne ajut¼a s¼a concluzion¼am c¼a GS este operator Picard. �

Un exemplu

S¼a consider¼am spa̧tiul metric complet (X; d), unde

X = [0; 1]� f0; 1g şi d((x; i); (y; j)) = jx� yj+ �ij,

pentru orice x; y 2 [0; 1] şi orice i; j 2 f0; 1g, cu �00 = �11 = 0 şi �10 = �01 =
10.
S¼a consider¼am de asemenea funçtiile continue fi : X ! X date astfel:

fi(x; j) = f
(x; 0), j = 1
(x+i
2
; 0), j = 0

pentru orice x 2 [0; 1] şi orice i; j 2 f0; 1g.
S este un '-max IFS ale c¼arui funcţii constitutive nu sunt contracţii

Matkowski.

Remarc¼am c¼a atractorul lui S este [0; 1]� f0g.
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CAPITOLUL V

M¼ASURI INVARIANTE ALE OPERATORILOR MARKOV
ASOCIAŢI SISTEMELOR ITERATIVE DE FUNCŢII, CU

PROBABILIT¼AŢI ŞI CONSTITUITE DIN
'-MAX-CONTRACŢII

În acest capitol (care oglindeşte coņtinutul articolului [35]), demonstr¼am
c¼a operatorul Markov asociat unui sistem iterativ de funcţii, cu probabilit¼aţi
şi constituit din '-max-contracţii, are o unic¼a m¼asur¼a invariant¼a al c¼arei
suport este atractorul sistemului.

1. Introducere

Sistemele iterative de funçtii cu probabilit¼a̧ti sunt bine cunoscute pentru
aplica̧tiile lor în compresia imaginilor (vezi [12], [13], [30] şi [31]).
Problema existeņtei şi unicit¼a̧tii m¼asurii invariante a operatorilor de tip

Markov asocia̧ti sistemelor iterative de funçtii cu probabilit¼a̧ti, care a fost
ini̧tat¼a de J. Hutchinson (vezi [41]), a fost tratat¼a şi în contexte mai largi
(vezi [23], [57], [61], [63], [71], [77], [92] şi [101]).
Vom studia în acest capitol operatorul Markov asociat unui sistem i-

terativ de funçtii, cu probabilit¼a̧ti şi constituit din '-max-contraçtii. Mai
precis, vom ar¼ata c¼a un astfel de operator are o unic¼a m¼asur¼a invariant¼a
al c¼arei suport este atractorul sistemului. Meņtion¼am c¼a m¼asura invariant¼a
este ob̧tinut¼a prin utilizarea teoremei de reprezentare a lui Riesz, în contrast
cu metoda clasic¼a (datorat¼a lui Hutchinson) care const¼a în utilizarea unei
teoreme adecvate de punct �x pentru operatorul Markov (vezi [41]).

2. Preliminarii

Metrica Hutchinson

De�ni̧tia V.2.1. Dat un spaţiu metric (X; d), funcţia dH : M(X) �
M(X)! [0;1) descris¼a de

dH(�; �) = sup
f2Lip1(X;R)

������
Z
X

fd��
Z
X

fd�

������ ,
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pentru orice �; � 2M(X), se dovedeşte a � o metric¼a care poart¼a numele de
metrica Hutchinson.

Operatorul Markov asociat unui sistem iterativ de funçtii, cu
probabilit¼a̧ti şi constituit din '-max-contraçtii

De�ni̧tia V.2.3. Un sistem iterativ de funcţii, cu probabilit¼aţi şi consti-
tuit din '-max-contracţii (pe scurt '-max-IFSp), este un '-max-IFS S =
((X; d); (fi)i2f1;:::;mg) înzestrat cu un sistem de probabilit¼aţi (pi)i2f1;:::;mg, i.e.
pi 2 (0; 1) pentru orice i 2 f1; :::;mg şi p1 + :::+ pm = 1.
Vom nota un astfel de sistem în modul urm¼ator:

S = ((X; d); (fi)i2f1;:::;mg; (pi)i2f1;:::;mg).

Unui astfel de sistem i se poate asocia operatorul Markov

MS :M(X)!M(X),

dat de
MS(�) = p1� � f�11 + :::+ pm� � f�1m ,

i.e.
MS(�)(B) = p1�(f

�1
1 (B)) + :::+ pm�(f

�1
m (B)),

pentru orice B 2 B(X) şi orice � 2M(X).
Un punct �x al lui MS se numeşte m¼asur¼a invariant¼a asociat¼a lui S.

3. Rezultatele principale

Principalul rezultat a�rm¼a c¼a operatorul Markov asociat unui '-max-
IFSp este operator Picard şi suportul punctului s¼au �x este atractorul sis-
temului. Pentru început, se consider¼a cazul în care spa̧tiul metric asociat
sistemului este compact (vezi Teorema V.3.9), iar ulterior cazul general (vezi
Teorema V.3.18). În cadrul acestei seçtiuni vom considera numai '-max-
IFS-uri S = ((X; d); (fi)i2f1;:::;mg; (pi)i2f1;:::;mg) pentru care m � 2.

A. Cazul '-max-IFSp-urilor pentru care spa̧tiul metric asociat
sistemului este compact

Propozi̧tia V.3.7. Pentru orice '-max-IFSp S = ((X; d); (fi)i2f1;:::;mg; (pi)i2f1;:::;mg),
cu (X; d) compact, şi g : X ! R continu¼a, exist¼a o funcţie constant¼a
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cg : X ! R astfel încât B[n]S (g)
u!

n!1
cg (aici

u! semni�c¼a convergeņta uni-

form¼a), unde
BS(g)

not
= p1g � f1 + :::+ pmg � fm

Demonstraţie. Justi�carea acestei propozi̧tii va � împ¼aŗtit¼a în trei paşi.

Pasul 1. Şirul (sup
x2X

B
[n]
S (g)(x))n2N� este descresc¼ator şi şirul ( inf

x2X
B
[n]
S (g)(x))n2N�

este cresc¼ator.

Pasul 2. Şirurile ( inf
x2X

B
[n]
S (g)(x))n2N� şi (sup

x2X
B
[n]
S (g)(x))n2N� sunt conver-

gente şi au aceeaşi limit¼a (care va � notat¼a cu cg).

Pasul 3. Exist¼a o funcţie constant¼a cg : X ! R astfel încât B[n]S (g)
u!

n!1
cg. �

Propozi̧tia V.3.8. Pentru orice '-max-IFSp S = ((X; d); (fi)i2f1;:::;mg; (pi)i2f1;:::;mg),
cu (X; d) compact, exist¼a o unic¼a m¼asur¼a Borelian¼a pozitiv¼a �S pe X astfel
încât

cg =

Z
X

gd�S ,

pentru orice funcţie continu¼a g : X ! R.
Demonstraţie. Vom considera funçtionala liniar¼a şi pozitiv¼a I : C(X)! R

dat¼a de
I(g) = cg

pentru orice g 2 C(X).
Atunci, în conformitate cu teorema lui Riesz, concluzion¼am c¼a exist¼a o

unic¼a m¼asur¼a Borelian¼a pozitiv¼a �S pe X astfel încât cg =
R
X

gd�S pentru

orice g 2 C(X). �

Teorema V.3.9. Pentru orice '-max-IFSp S = ((X; d); (fi)i2f1;:::;mg; (pi)i2f1;:::;mg),
cu (X; d) compact, operatorul Markov MS : (M(X); dH)! (M(X); dH) este
operator Picard şi suportul punctului s¼au �x este AS.
Demonstraţie.
Justi�carea acestei teoreme va � împ¼aŗtit¼a în trei paşi.

Pasul 1. M¼asura �S , a c¼arei existenţ¼a este asigurat¼a de Propoziţia V.3.8,
este un element al lui M(X).
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Pasul 2. M¼asura �S 2M(X), a c¼arei existenţ¼a este asigurat¼a de Propo-
ziţia 3.8, este unicul punct �x al lui MS şi supp �S = AS.

Pasul 3. lim
n!1

M
[n]
S (�) = �S pentru orice � 2M(X).

Ultimii doi paşi ne asigur¼a c¼a MS este operator Picard. În plus, pasul 2
justi�c¼a faptul c¼a suportul punctului �x al lui MS aste atractorul lui S. �

B. Cazul unui '-max-IFSp general

Pentru un spa̧tiu metric complet (X; d) şi pentru o submuļtime compact¼a
Y a lui X, vom considera funçtia iY :M(Y )!M(X) dat¼a de

iY (�)(B) = �(Y \B),

pentru orice � 2M(Y ) şi orice B 2 B(X)

Având în vedere c¼a, dat un '-max-IFSp S = ((X; d); (fi)i2f1;:::;mg; (pi)i2f1;:::;mg),
avem

fi(AS) � AS ,
pentru orice i 2 f1; :::;mg, putem considera '-max-IFSp-ul

SAS = ((AS ; d); (�i)i2f1;:::;mg; (pi)i2f1;:::;mg),

unde
�i(x) = fi(x),

pentru orice x 2 AS şi orice i 2 f1; :::;mg.
Putem de asemenea considera operatoriul Markov MAS

S : M(AS) !
M(AS) asociat lui SAS . Având în vedere Teorema V.3.9, acesta este ope-
rator Picard şi vom nota punctul �x al s¼au cu �ASS .

Propozi̧tie V.3.13. Operatorul Markov MS asociat unui '-max-IFSp
S = ((X; d); (fi)i2f1;:::;mg; (pi)i2f1;:::;mg) are un unic punct �x (notat cu �S) al
c¼arui suport este AS .
Demonstraţie.
A�rma̧tia 1. iAS (�

AS
S )

not
= �S 2M(X) este punct �x al lui MS .

A�rma̧tia 2. �S este unicul punct �x al lui MS .
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Justi�carea a�rma̧tiei anterioare, include şi faptul c¼a

supp �S = AS . �

Propozi̧tia V.3.17. Dat un '-max-IFSp S = ((X; d); (fi)i2f1;:::;mg; (pi)i2f1;:::;mg),
avem

lim
n!1

dH(M
[n]
S (�); �S) = 0,

pentru orice � 2M(X).

Combinând Propozi̧tiile V.3.13 şi V.3.17, ob̧tinem urm¼atoarea:

Teorema V.3.18. Pentru orice '-max-IFSp S = ((X; d); (fi)i2f1;:::;mg; (pi)i2f1;:::;mg)
operatorul Markov MS : (M(X); dH)! (M(X); dH) este operator Picard şi
suportul punctului s¼au �x este AS

Un exemplu

S¼a consider¼am '-max IFSp-ul S = ((X; d); (fi)i2f1;2g; (pi)i2f1;2g), unde:
- X = [0; 1]� f0; 1g;
-

d((x; i); (y; j)) = jx� yj+ �ij,
pentru orice x; y 2 [0; 1] şi orice i; j 2 f0; 1g, cu �00 = �11 = 0 şi �10 = �01 =
10;
- funçtiile continue fi : X ! X sunt date astfel:

fi(x; j) = f
(x; 0), j = 1
(x+i
2
; 0), j = 0

pentru orice x 2 [0; 1] şi orice i; j 2 f0; 1g;
- p1 = p2 = 1

2
.

Atunci m¼asura invariant¼a � asociat¼a lui S este descris¼a astfel:

�(B) = �(i�1(B)),

pentru orice B 2 B(X), unde i : [0; 1]! X este dat¼a de

i(x) = (x; 0),

pentru orice x 2 [0; 1] şi � este m¼asura Lebesgue pe [0; 1].
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