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INTRODUCERE

Teoria multimilor fractale reprezinta o ramura moderna a analizei mate-
matice care se afla in plina dezvoltare si care are puternice legaturi cu multe
alte domenii ale matematicii, precum topologia (vezi [12]), teoria masurii
(vezi [14]) si analiza reald. Conceptul de multime fractald, introdus de B.
Mandelbrot (vezi [30] si [31]), descrie o multime cu dimensiunea Hausdorff
neintreaga. Astfel de multimi au un aspect grafic frant, cu variatii bruste,
care le si da numele si care le diferentiaza net de curbele si suprafetele de
clasi C!. Pe de o parte, printre exemplele clasice de multimi fractale putem
aminti multimea triadica a lui Cantor si curba lui Koch, pe de alta parte,
exista anumite functii ale caror grafice reprezinta multimi fractale dintre care
amintim functia lui Weierstrass si pe cea a lui Lebesgue.

Un pas important in dezvoltarea teoriei multimilor fractale 1-a constituit
articolul [20] avandu-1 drept autor pe John E. Hutchinson, care a introdus
conceptul de atractor al unui sistem iterativ de functii (pe scurt IFS). In plus,
un astfel de atractor (numit si fractal Hutchinson-Barnsley) este autosimilar,
adica parti ale multimii sunt asemenea cu intreaga multime. Cel care a
contribuit din plin la popularizarea acestei teorii (prin rafinarea studiilor lui
P. Moran -vezi [55]-) este M. Barnsley (vezi [2] si [3]).

Existda mai multe directii de generalizare ale notiunii de IFS. Un rol
aparte, din punctul de vedere al prezentei lucriri il joaca conceptul (intro-
dus de R. Miculescu gi A. Mihail - [51] si [54]) de sistem iterativ de functii
generalizat (pe scurt GIFS). Dacd in cazul teoriei lui Hutchinson se consid-
era contractii din spatiul metric complet X in el insusi, in cazul sistemelor
iterative de functii generalizate se au in vedere contractii definite pe X™ cu
valori in X, unde m € N* poarta numele de ordinul sistemului. F. Strobin
(vezi [72]) a demonstrat ca pentru orice m € N*, m > 2, exista o submultime
a planului care este atractorul unui GIFS de ordin m, dar pentru care nu ex-
ista nici un GIFS de ordin m — 1 al carui atractor sa fie aceasta submultime.
Acest lucru dovedeste ca puterea de descriere a multimilor fractale de tip
Hutchinson-Barsley sporeste prin utilizarea GIFS-urilor. De asemenea rezul-
tatele [32] si [55] marcheaza o altd diferentd calitativa intre cele doud notiuni.
Diferitele generalizari ale notiunii de GIF'S se pot gési in [6], [7], [58], [71] si
[73]. Mai mult, masura Hutchinson asociatd unui sistem iterativ de functii ge-
neralizat a fost studiatd in [36], [37], [52], [57] si [70].



Motivatia alegerii temei prezentei teze este data de faptul ca studiul sis-
temelor iterative de functii, generalizate si posibil infinite, se inscrie in efor-
tul actual de generalizare a teoriei multimilor fractale de tip Hutchinson-
Barnsley.

Lucrarea este structurata in patru capitole. Primul capitol contine o
trecere in revista a principalelor elemente folosite in lucrare. Mai precis, se
prezinta spatiul codurilor generalizat, compunerea generalizata a functiilor,
spatiul metric (X™, dmax), consideratii privind punctele fixe ale functiilor f :
X™ — X, pseudo-metrica Hausdorff-Pompeiu, precum si conceptul de sistem
iterativ de functii, generalizat si posibil infinit (notat, pe scurt, GIIFS).

Pe de o parte, reamintim ca o directie de extindere a teoriei clasice a
lui Hutchinson privind sistemele iterative de functii a fost dezvoltata de R.
Miculescu si A. Mihail prin introducerea si studierea sistemelor iterative de
functii generalizate - pe scurt GIFS-uri- (vezi [51] si [54]). Pe de alta parte,
reamintim c4 in lucrarea [50] proiectia canonicd asociata unui sistem iterativ
de functii (posibil) infinit este prezentatd ca un punct fix, in doud situatii: a)
functiile constitutive ale sistemului sunt uniform Meir-Keeler; b) spatiul met-
ric asociat sistemului este compact si sistemul este constituit dintr-o multime
finitd de functii. In cel de al doilea capitol (care reflecta continutul arti-
colelor [47] si [77]) combindm aceste doua directii de cercetare prin studierea
sistemelor iterative de functii, generalizate si posibil infinite, constituite din
generalizari ale ¢-contractiilor. Mai precis, dat un sistem iterativ de functii,
generalizat i posibil infinit S = ((X,d), (f;)ier), de ordin m, construim un
operator Hg : C™ — C,unde C = {f : Q — X | f este continud si marginita}
care se inzestreaza cu metrica uniforma, iar €2 reprezinta spatiul codurilor
generalizat. In continuare se prezint unele rezultate care furnizeazi conditii
suficiente (asupra functiilor constitutive ale sistemului) pentru ca operatorul
Hg sa fie continuu, contractie, ¢-contractie, Meir-Keeler, contractiv sau -
max-contractie generalizata. Finalul capitolului contine rezultate care arata
ca proiectia canonica asociata unor anumite tipuri de sisteme iterative de
functii, generalizate si posibil infinite, S se poate prezenta ca un punct fix al
lui Hg, precum si o serie de exemple.

Conceptul de sistem topologic auto-similar a fost introdus de A. Kameyama
(vezi [24]) dupd cum urmeazd: Un spatiu topological compact Hausdorff K
se numeste multime topologica auto-similara daca exista functiile continue
fi, fos s fv: K — K, unde N € N, g1 o surjectie continua 7™ : A — K



astfel incat diagrama

A A
T s
K 7 K

este comutativi pentru orice i € {1,...N}, unde A = {1,..., N} este
spatiul codurilor unui IFS format din n functii i 7;(wiws..WpWmi1...) =
W1 W Wiy Wi 41 - PENLTU OTICE W1W3...WnWit1... € A. Perechea (K, (fi)icq1,..,N})
se numegte sistem topologic auto-similar. El a ridicat urmatoarea intrebare:
dat un sistem topologic auto-similar (I, (f;)icq1,..,n}), exista o metrica pe K
compatibild cu topologia de pe K astfel incat toate functiile f; sa fie con-
tractii in raport cu aceasta metrica? Raspunsul afirmativ la intrebarea lui
Kameyama in cazul multimilor auto-similare generate de transformari afine
ale lui R™ dat de R. Atkins, M. Barnsley, A. Vince si D. Wilson (vezi [1])
a fost extins de R. Miculescu si A. Mihail (vezi [42]) prin inlocuirea lui R™
cu un spatiu Banach arbitrar (X, ||.||) si a mul{imii {1,..., N} cu o multime
arbitrara I.

In cel de al treilea capitol (care are la bazd continutul articolului [76])
continudnd directia de cercetare prezentata anterior, introducem notiunea
de sistem iterativ de functii, generalizat, posibil infinit, constituit din functii
afine (pe scurt AGIIFS). Vom imbunatati rezultatele prezentate anterior prin
justificarea faptului ca, pentru un AGIIFS S, urmatoarele afirmatii sunt
echivalente:

a) S este hiperbolic.

b) Exista o functie de comparatie ¢ astfel incat S este p-hiperbolic.

c) S are atractor.

d) S este strict topologic contractiv.

e) S este uniform punctual fibrat.

f) lim max YAl < 1.

n—ooaty

In finalul capitolului se prezinti o serie de exemple.

Cel de-al patrulea capitol este dedicat cazului in care GIIFS-ul este con-
stituit dintr-un numar finit de elemente. Mai precis, in prima parte a acestui
capitol, ardtam ci, in cazul in care AGIIFS-ul § = ((X, ||.||), (fi)icr) are pro-
prietatea ca I este finita si X este finit dimensional, lista afirmatiilor echiva-
lente din rezultatul anterior poate fi largita prin adaugarea urmatoarelor
afirmatii:



g) S este topologic contractiv.

h) S este Meir-Keeler hiperbolic.

i) S este non-antipodal.

In a doua parte a capitolului vom prezenta un algoritm (numit algoritmul
cu grild) care permite generarea imaginii atractorului unui GIIF'S constituit
dintr-un numar finit de elemente. Se compara acest algoritm cu cel de-
terministic care a fost propus de F. Strobin si colaboratorii sdi (vezi [23]).
Algoritmul deterministic consta in alegerea unei multimi finite de puncte
careia i se aplica functiile constitutive ale sistemului, obtindndu-se astfel o
noua multime. Fiecaruia dintre aceste noi puncte i se aplica din nou functiile
constitutive ale sistemului. Continuand acest procedeu ne vom apropia de
atractorul sistemului. Ideea principala a algoritmului cu grila este de a simpli-
fica algoritmul deterministic prin divizarea, la fiecare pas, a spatiului in care
lucram, in subspatii mici si de a alege, in fiecare dintre ele, un singur punct.
Exemplele furnizate arata ca desi algoritmul deterministic genereaza ima-
ginea atractorului utilizdnd un numar mult mai mare de puncte in compara-
tie cu algoritmul cu grila, claritatea imaginii celui din urma este superioara.

Lista rezultatelor originale continute in prezenta teza:

a) proiectia canonica asociatd unor anumite tipuri de sisteme iterative
de functii, generalizate si posibil infinite, constituite din generalizari ale -
contractiilor, se poate prezenta ca punct fix al unui operator asociat sis-
temului; astfel dam un raspuns partial problemei deschise ridicata in ultimul
paragraf al lucrarii [50];

b) stabilirea unor conditii echivalente pentru ca un sistem iterativ de
functii, generalizat, posibil infinit, constituit din functii afine, sa posede
atractor; astfel obtinem o generalizare a rezultului din [42] care, la randul
séu generalizeaza rezultatul din [1];

c) prezentarea unui nou algoritm (numit algoritmul cu grild) care permite
generarea imaginii atractorului unui sistem iterativ de functii, generalizat,
constituit dintr-un numar finit de elemente; acest algoritm se dovedeste a fi
mai performant decat algoritmul deterministic propus in [23].

Rezultatele originale cuprinse in aceasta teza au fost prezentate comu-
nitatii matematice astfel:

Au acceptul de publicare urmatoarele articole:

- Silviu-Aurelian Urziceanu, Alternative characterizations of AGIFSs hav-
ing attractor, Fixed Point Theory;



- Silviu-Aurelian Urziceanu, Possibly infinite generalized iterated function
systems comprising p-max contractions, Studia Universitatis Babeg-Bolyai
Mathematica.

Am publicat, in colaborare cu R. Miculescu, articolul The canonical pro-
jection associated with certain possibly infinite generalized iterated function
as a fized point, J. Fixed Point Theory Appl., (2018) 20:141.

Am publicat, in colaborare cu R. Miculescu si A. Mihail, articolul A new
algorithm that generates the image of the attractor of a generalized iterated
function system, Numerical Algorithms.

In cadrul conferintei International Conference on Mathematics and Com-
puter Science (MACOS 2016), Brasov, Romania, 2nd Edition, vineri 9 sep-
tembrie 2016, am sustinut conferinta cu titlul Alternative characterizations
of AGIFSs having attractor.

In cadrul conferintei 23™ International Conference on Difference Equa-
tions and Applications (ICDEA 2017), Timisoara, Romania, joi 27 iulie 2017,
am sustinut conferinta cu titlul On AGIIFSs having attractor.

In cadrul conferintei 4 International Conference on Numerical Analysis
and Approximation Theory (NAAT 2018), Cluj-Napoca, Romania, sambata 8
septembrie 2018, am sustinut conferinta cu titlul Possibly infinite generalized
iterated function systems comprising @-max contractions.

Multumesc celor care au ficut posibili elaborarea acestei lucriri. In
primul rdnd domnului lector univ. dr. habil. Alexandru Mihail, conduca-
torul stiintific al acestei lucrari pentru ajutorul pe care l-am primit de-a
lungul perioadei studiilor mele doctorale si nu numai. De asemenea doresc
sa-i multumesc si domnului profesor univ. dr. habil. Radu Miculescu pen-
tru sfaturile si incurajarile primite in perioada elaborarii prezentei lucrari.
Multumirile mele se indreapta si catre membrii intregului colectiv al Depar-
tamentului de Matematica si Informatica al Universitatii din Pitesti pentru
atmosfera propice creata si, nu in ultimul rand, catre colegii din Scoala Doc-
torala ale caror expuneri mi-au imbunatatit gi largit cunostintele.

Familia mea a reprezentat un substantial ajutor moral si cadrul fara de
care nimic trainic nu poate lua fiinta.



CAPITOLUL I
PRELIMINARII

Spatiul codurilor generalizat

Notiunea de spatiu al codurilor generalizat a fost introdusa de A. Mihail
(vezi [48]). Un concept echivalent, a carui utilizare este mai facila i care este
datorat matematicienilor polonezi F. Strobin si J. Swaczyna (vezi [74]), va fi
prezentat in cele ce urmeaza.

Fie m € N* gi I o multime arbitrard. Vom defini inductiv multimile €2y,
Qo ooy O, ... astfel Q; =T si

Qk+1:Qk XQk X ... XQk

m ori
pentru orice k € N*,

Vom considera, de asemenea, urmatoarele multimi:

9291X92X...XQkX...

= Q1 X Qg X ... X Q,

unde £ € N*.
Pentru i € {1,2,..m}, k € N, k > 2 si a = ala?..aF € 10, unde
a? = a2a3..a? €y, ..., of = akab...aF € Q, vom considera
a(i) = a2ad..af € 10

Pentru o € Qi € {1,2,...,m}, definim a(i) € 2 in mod similar.
Definitia 1.1. Q se numeste spatiul codurilor generalizat.

Remarca 1.1. Q devine un spatiu metric complet daca este inzestrat cu
metrica d descrisa de

d(a, 8) =Y _Cdy(a*, ),

keN
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pentru orice a = a'a?..alaitl. = A2 A € Q, unde di(oF, BF) =

L, of#p"
0, of =p*
Spatiul metric (X, dpay)

g1 C este o constanta fizata din (0,1).

Dat un spatiu metric (X, d) si m € N*, vom inzestra X™ cu metrica d?
definita de

d (21, ), (Y1, oy Ym)) = max{d(z1,y1), .., d(Zrn, Ym) },
pentru orice (1, ..., Tm), (Y1, -, Ym) € X™. Dacd nu este pericol de confuzie

vom nota d%__ cu dyax-

Dat un spatiu metric (X, d) si m € N*, vom defini inductiv spatiile X7,
Xo, ooy X, ... In modul urmator:

Xi=XxXx.xX=X"

si
Xk:-i—l :Xk X Xk X ..o X Xk

m ori

pentru orice k € N*.

k

max

Vom inzestra, utilizand metoda inductiei matematice, X} cu metrica d
pentru orice k € N*, unde d* __ este asociata lui (Xj_1,d" 1).

max max

. . ko, .
Remarca 1.2. X, este izometric cu X™ 7inzestrat cu metrica dpax
pentru orice k € N*. Ca atare, pe viitor, vom identifica pe X, cu X" .

Remarca 1.3. In cazul in care X este un spatiu normat inzestrat cu

norma ||.||, X™ se poate inzestra cu norma |.||, .. definita de

1215 - Tm) | = max{{za [l .., [lzml]},

pentru orice (T, ..., Ty) € X™.

Compunerea generalizata a functiilor

10



Fie spatiul metric (X,d), m € N* gi o familie de functii (f;);c;, unde
fi + X™ — X pentru orice ¢ € I. Vom defini inductiv o familie de functii

{fo: X — X | @ € 12} pentru orice k € N*| in modul urmétor:
i) Pentru k& = 1, familia este (f;);e;-
ii) Daca functiile f,, unde o € {2, au fost definite, atunci

fa(xla T2, ey xm) = fa1 (fa(l)(x1)7 ooy foz(m)(xm))

pentru orice a = ala?...afaf Tt € ;1O si orice (21,79, ..., ) € Xpp1 =

:XkXXkX...XXk.

m ori

Remarca 1.4. Familia de functii introdusa mai sus constituie o gener-
alizare naturald a compunerilor de functii.

Puncte fixe pentru functii f: X™ — X

Fie X o multime nevida, m € N* gi functia f : X™ — X. Vom defini
inductiv o familie de functii f*! : X m* _, X, k € N*, in modul urmétor:

i) fi=f;

i) presupunand ci f*! a fost definits, atunci

f[k+1](x17 7$m) - f(f[k](x1)7 ) f[k](xm»?

. K k k1
pentru orice (1, ...,T,) € X™ X .. x X™ = X" = Xju.

m ori

Definitia 1.2. Fie X o multime nevida, m € N* gi o functie f : X" —
X. Un element x al lui X se numeste punct fix al functiei f daca f(x,...,z) =
x.

Lema 1.1. In cadrul prezentat anterior, avem:

f[p+q] (1'1, cey $mp+q) = f[p](f[q} (.Tl, ceey .I'mq), ceny f[q] (wmp"'q—mq—i-l; ceey l’mp+q)) =

= f[Q](f[p}(xh "'7377711’)7 (L) f[p}(xmpJ’q*merl’ ...7l’mp+q>),

. p
pentru orice p,q € N*| (1, ..., Zmp)y ooy (Toptampity e, Typta) € XM,

(3717"'73:7#1)7 ceey (xmp+q—mq+1a -"7$m1’+‘1) € qu'

11



Propozitia 1.1. In cadrul prezentat anterior, dacd f™ are un unic punct
fiz, unde n € N*, atunci f are un unic punct fiv. Mai mult, f" si f* au
acelagi unic punct fix pentru orice k € N*.

Pseudo-metrica Hausdorff-Pompeiu

Dat spatiul metric (X, d), vom considera:

- P(X) ={N C X | N este nevida si marginita}

- Pyp(X) ={N C X | N este nevida,inchisa si marginita}
- P.p(X) ={N C X | N este nevid4 si compacti}.

Pentru z € X, e > 0si A, B € P,(X), vom considera:

def .
-d(xz, A) = ;ggd(x,a)
"B(Ae) ™ {z e X | d(x,A) < e} = U Bla,e)

- BlA,e) Y {z e X | d(z, A) < &}
- d(A, B) e/ supd(z, B).

z€A
Definitia 1.3. Functia h* : P,(X) x Py(X) — [0,00) data de
h*(A.B) = max{d(A, B),d(B.A)},
este o pseudo-metrica pe P,(X) care poarta numele de pseudometrica Hausdorff-

Pompeiu. Restrictia lui h* la Pyp(X) X Pap(X) este o metrici ce poartd
numele de metrica Hausdorff-Pompeiu §i care va fi notata cu h.

Propozitia 1.2 (vezi 26.1, pagina 44 din [29]). Daca spatiul metric
(X, d) este complet, atunci spatiile metrice (Poy(X),h) i (Pyp(X),h) sunt

complete.

Cititorul interesat poate gisi mai multe detalii privind (pseudo) metrica
Hausdorff-Pompeiu in lucrarea [69].

Sisteme iterative de functii, generalizate si posibil infinite

Definitia 1.4. Un sistem iterativ de functii, generalizat si posibil infinit,
de ordin m € N* este o pereche S = ((X,d), (fi)icr), unde (X,d) este un
spativ metric, f; : X™ — X este continua pentru orice i € I si familia

12



de functii (f;)icr este marginita (i.e. U f;(B) este marginita pentru orice

i€l
B e P,(X)™).
Functia Fs : (Pyp(X))™ — Pap(X), data de

F5<B1, ,Bm> = LeJ[fl(Bl X ... X Bm),

pentru orice (By, ..., By) € (Pap(X))™, se numeste operatorul fractal asociat

sistemului S.
Daca Fs are un unic punct fix, atunci el se numeste atractorul lui S si
se noteaza cu Ags.

Remarca 1.5. Daca multimea I este finita, atunci Fs((P.,(X))™) C
P.,(X) si facem conventia de a nota functia (B, ..., By) € (Pop(X))™ —
Fs(By,...,Bn) € Py(X) tot cu Fs. Daca Fs este operator Picard, atunci
As € P.,(X).0bservam ca in definitia lui Fs putem renunta la considerarea
operatorulut de inchidere.

Definitia 1.5. Un sistem iterativ de functii, generalizat si posibil in-
finit S = ((X,d), (fi)ier) admite proiectie canonica daca, pentru orice o =
al..al... €, multimeakﬂNfalmak((Ag)k) consta intr-un unic element notat

€

To. In acest caz, functia m:Q — X datd de m(«) = x, pentru orice o € €2,
se numeste proiectia canonica asociatd sistemului S.

Fie S = ((X,d), (fi)ier) un sistem iterativ de functii, generalizat si posibil
infinit de ordin m € N* gi n € N*. Putem considera un nou GIIFS (de ordin
m™), anume S,, ;= (X, d), (fa)ac,0)-

Cu precizarea ca, pentru orice k£ € N*, prin X intelegem spatiul Xj
corespunzétor spatiului metric (Puyy(X), k), functia Fs, : (P,(X))™" —
P.y(X) este datd de Fs, (Bi,...,Bn) = aeLJQfa(Bl,...,Bm), pentru orice

(Bi, ..., Bp) € X,.

13



CAPITOLUL II

SISTEME ITERATIVE DE FUNCTII,
GENERALIZATE SI POSIBIL INFINITE,

CONSTITUITE DIN GENERALIZARI ALE
~CONTRACTIILOR

Datorita importantei notiunii de IFS au fost elaborate diverse generalizari
ale acestui concept.

Una dintre directiile de generalizare consta in studiul sistemelor consti-
tuite dintr-o multime infinita de functii. Studiul acestora a fost initiat de H.
Fernau (vezi [15]) si continuat de I. Chitescu, R. Miculescu si L. Ioana (vezi
[5]), D. Dumitru (vezi [8]), D. Dumitru, L. Ioana, R. Sfetcu gi F. Strobin (vezi
[10]), D. Dumitru gi A. Mihail (vezi [11]), G. Gwézdz-Lukowska si J. Jachym-
ski (vezi [17]), M.R. Hille (vezi [19 ]), L. Jakszlas (vezi [22]), M. Klimek si
M. Kosek (vezi [26]), K. Lesniak (vezi [27]), G.B. Lewellen (vezi [28]), S.L.
Lipscomb (vezi [29]), R.D. Mauldin si M. Urbdnski (vezi [34] si [35]), F.
Mendivil (vezi [36]), R. Miculescu si L. Ioana (vezi [38]), R. Miculescu si A.
Mihail (vezi [39], [40], [41] si [53]), A. Mihail (vezi [49]), N.A. Secelean (vezi
[59], [60], [61], [62], [63], [64], [65], [66], [67], [68], [69] si [70]), T. Szarek si S.
Wedrychowicz (vezi [75]) si K.R. Wiks (vezi [78]). Mentiondm c& in studiul
proprietatilor topologice ale acestor sisteme un rol central il joaca spatiul
codurilor gi proiectia canonica (vezi [13], [18] si [25]).

O alta directie de generalizare este data de sistemele constituite din (-
max-contractii (vezi [16]).

In acest capitol (care reflecti continutul articolelor [47] si [77]) combinim
aceste doua directii de cercetare prin studierea sistemelor iterative de functii,
generalizate si posibil infinite, constituite din generalizari ale p-contractiilor.
Mai precis, dat un sistem iterativ de functii, generalizat si posibil infinit
S = ((X,d), (fi)ier), de ordin m, construim un operator Hs : C"™ — C, unde
C={f:Q — X | f este continud si marginita} se inzestreazi cu metrica
uniforms, iar Q reprezintd spatiul codurilor generalizat. In continuare se
prezintd unele rezultate care furnizeaza conditii suficiente (asupra functiilor
constitutive ale sistemului) pentru ca operatorul Hg sa fie continuu, con-
tractie, p-contractie, Meir-Keeler, contractiv sau ¢-max-contractie general-
izata. Finalul capitolului contine rezultate care arata ca proiectia canonica

14



asociatd unor anumite tipuri de sisteme iterative de functii, generalizate si
posibil infinite, S se poate prezenta ca un punct fix al lui Hg, precum si o
serie de exemple.

Puncte fixe pentru unele clase de functii f: X" — X

Definitia 2.1. Fie (X,d) un spativ metric i m € N*. O functie f :
X™ — X se numeste contractie daca exista C € [0,1) astfel incat

d(f(z), f(y)) < Cdmax(, y),

pentru orice T,y € X™.

Definitia 2.2. O functie ¢ : [0,00) — [0,00) se numeste functie de
comparatie daca satisface urmatoarele proprietati:

i) este crescatoare;

it) este continud la dreapta;

iii) @(t) <t pentru orice t > 0.

Definitia 2.3. Fie (X,d) un spativ metric, m € N*gi ¢ o functie de
comparatie. O functie f: X™ — X se numeste p-contractie daca

d(f (@), f(y) < @(dmax(2,Y)),

pentru orice x,y € X™.

Definitia 2.4. Fie (X,d) un spatiu metric, m € N*gi ¢ o functie de
comparatie. O functie f : X™ — X se numeste p-max contractie general-
izata daca exista p € N* astfel incdt

d(f¥(x), fP(y)) < sﬁ(maX{O{réé}?gd(fm(%), F o)) [ €{0, 1,2, ....p = 1}}),

pentru orice v,y € X™, unde F¥ = {o : {1,2,...m'} — {1,2,...,mP}},

)

iar pentru x = (11, T2, s Tmp ), ¥ = (Y1, Y2, o0 Yr) € X™, avem z, =
(To(1)s s To(mi)) §1 Yo = (Yo(1)s -+ Yo(mi))-

Definitia 2.5. Fie (X,d) un spatiu metric, m € N*si ¢ o functie de
comparatie. O functie f : X™ — X se numeste Meir-Keeler daca pentru
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orice € > 0 exista 6. > 0 astfel incat d(f(x), f(y)) < e,pentru orice z,y €

X™ cu proprietatea ca dpax(z,y) < €+ Je.

Lema 2.1. Fie (X,d) un spativ metric, m € N*gi ¢ o functie de com-
paratie. Atunci orice p-contractie f: X™ — X este Meir-Keeler.

Definitia 2.6. Fie (X,d) un spatiu metric gi m € N*. O functie f :
X" — X se numeste contractiva dacd d(f(x), f(y)) < dmax(z,y),pentru

orice x,y € X™, x # .

Teorema 2.1 (vezi Teorema 19, [9]). Fie (X,d) un spativ metric i
m € N*. Orice functie Meir-Keeler f: X™ — X are un unic punct fix xqo st
sirul (f'(z, ..., 7)) pen+ converge la xq pentru orice x € X.

Definitia 2.7. Fie (X,d) un spativ metric gi m € N*. O familie de
functiv f; : X™ — X, 1 € I, se numeste uniform Boyd-Wong daca pentru
orice € > 0 exista 6., \. > 0 astfel incdt

d(fi(z), fi(y)) <e— A,
pentru orice i € I gi orice x,y € X™ avdnd proprietatea cd dyax(T,y) <

€+9..

Remarca 2.1. Conceptul introdus in definitia anterioara se gaseste in
[9] sub numele de familie uniform Meir-Keeler. Asa cum referentul anonim
al lucrarii [47] a sugerat, avand in vedere Teorema 7 din [21], terminologia
de familie uniform Boyd-Wong este mult mai potrivita.

Definitia 2.8. Fie (X,d) un spativ metric gi m € N*. O familie de
functii f; - X™ — X, 1 € I, se numeste uniform echicontinud dacd pentru
orice € > 0 exista d. > 0 astfel incdt

d(fi(x), fiy)) <e,

pentru orice 1 € I gi orice x,y € X™ avdnd proprietatea cd duyax(x,y) < de.

Teorema 2.2. Fie (X,d) un spatiu metric complet, ¢ : [0, 00) — [0, 00)
o functie de comparatie, m,p € N*gi f : X™ — X o functie continua astfel
incat

d(f¥(x), fP(y)) < sa(max{ggggd(fm(%), Fyo)) [ €{0,1,2,...,p = 1}}),
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pentru orice x,y € X™.

Atunci:

a) Exista un unic o € X astfel incit f(a,...,a) = a.

b) In ipoteza suplimentard ca f este marginitd pe submultimile marginite
ale lui X™, avem ]}Lrgof[k] (xr) = a pentru orice B € B, 4(X) si orice xy, €

k . . [N
B™ | convergenta fiind uniforma in raport cu xy.

Clase speciale de sisteme iterative de functii, generalizate si
posibil infinite

Teorema 2.3. Orice sistem iterativ de functii, generalizat i posibil in-
finit, S = ((X,d), (fi)icr), unde spatiul metric (X,d) este complet, care are
proprietatea ca existd o functie de comparatie  astfel incdt toate functiile
fi sunt @-contractii, are atractor (i.e. exista o unica multime As € Py p(X)
astfel incit Fs(As,...,As) = As) si admite proiectie canonicd. In plus,
As =7(Q).

Teorema 2.4. Orice sistem iterativ de functii, generalizat i posibil in-
finit, S = ((X,d), (fi)icr), unde spatiul metric (X,d) este complet, care are
proprietatea ca familia de functii (f;)icr este uniform Boyd-Wong, are atrac-
tor si admite proiectie canonica.

Teorema 2.5. Fie S = ((X,d), (fi)ic1) un sistem iterativ de functii,
generalizat gi posibil infinit, de ordin m € N* gi p € N astfel incat

d(fa(2), fa(y)) < p(maximaxd(fs(zo), f5(yo)) [ 5 € oS2q € 10,1, p—1}),

pentru orice v,y € X™ . Atunci:

a) existd o unica multime As € Py (X)) astfel incit Fs(As, ..., As) = As,
i.e. S are atractor.
b) lim Fgl](Bn) = As pentru orice B € Py (X) si orice B, = (B}, ..., Bl'n) C
B™ | cu B € Py 4(X) pentru orice i € {1,2,...,m"}.
¢) pentru orice a = at...a"... € 0, multimea ﬂNfa1a2man<Ag, ., As) are
ne

un unic element notat a,, deci S admite proiectie canonica.
d) pentru orice « = o*...a"... € Q, B € P, 4(X) si orice B,, = (B}, ..., B"..) C
B™" | cu B € Py q(X) pentru oricei € {1,2,....m"}, avem lim fo1,2. on(By) =

{aa} gt convergenta este uniforma in raport cu a si cu mullimea B.
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Operatorul Hgs asociat sistemului iterativ de functii, generalizat
si posibil infinit S

Dat un sistem iterativ de functii, generalizat si posibil infinit S = ((X, d), (fi)icr)
de ordin m, putem considera operatorul Hs : C"™ — C dat de

Hs(g1, -, gm) (@) = far(g1(a(1)), .-, gm(c(m))),

pentru orice g1, ..., gm € C si orice a = a'a?...a*... € Q, unde spatiul metric

(C,d,) este descris astfel:
C={f:Q— X | f este continud si marginita}
si
du(f,g) = sup d(f(a), g(a))

ae)

pentru orice f,g € C.

Remarca 2.2.

i) Daca (X, d) este complet, atunci (C,d,) este complet.

ii) Hs este bine definit, i.e. Hs(g1,...,9m) este continua §i marginita
pentru orice gi, ..., gm € C.

Proprietatile operatorului Hg

Propozitia 2.1. Pentru orice sistem iterativ de functii, generalizat gi
posibil infinit, S = ((X,d), (f;)icr) (de ordin m € N*) cu proprietatea ca
familia de functii (f;)icr este uniform echicontinua, operatorul Hg este con-
tinuu.

Propozitia 2.2.
a) Pentru orice sistem iterativ de functii, generalizat i posibil infinit,
S = ((X,d),(fi)icr) de ordin m € N*, avem lip(Hs) < sup lip(f;). In

iel
particular, daca sup lip(f;) < 1, atunci operatorul Hg este contractie (deci
iel
Hs este Meir-Keeler - vezi Lema 2.1).
B) Pentru orice functie de comparatie @ §i orice sistem iterativ de functii,

generalizat gi posibil infinit, S = ((X,d), (f;)ier) de ordin m € N*, astfel incdt
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toate functiile f; sunt p-contractii, operatorul Hg este p-contractie (deci Hg
este Meir-Keeler - vezi Lema 2.1).

v) Pentru orice sistem iterativ de functii, generalizat gi posibil infinit,
S = ((X,d), (fi)ier) de ordin m € N*, astfel incat familia de functii (f;)icr
este uniform Boyd-Wong, operatorul Hgs este Meir-Keeler.

d) Pentru orice sistem iterativ de functii, generalizat gi posibil infinit,
S = ((X,d), (fi)icr) de ordin m € N*, astfel incit I este finita si toate
functiile f; sunt Meir-Keeler, operatorul Hs este Meir-Keeler.

Propozitia 2.3. Pentru orice sistem iterativ de functii, generalizat si
posibil infinit, S = ((X,d), (fi)icr) de ordin m € N*, astfel incdt I este finita
g1 toate functiile f; sunt contractive, operatorul Hg este contractiv.

Propozitia 2.4. Fie S = ((X,d), (fi)ic1) un sistem iterativ de functii,
generalizat i posibil infinit, de ordin m € N* gi p € N astfel incdt

d(fa(2), fa(y)) < p(maximaxd(fs(zo), f5(ys)) | B €4 g €10, 1,..p—1}),

pentru orice x,y € X™ . Atunci Hg este p-max contractie generalizata.

Proiectia canonica asociata unor sisteme iterative de functii,
generalizate si posibil infinite se poate prezenta ca un punct fix

Teorema 2.6. Pentru un sistem iterativ de functii, generalizat si posibil
infinit, S = ((X,d), (fi)icr), unde (X,d) este complet, existi o unica functie
mo € C astfel incdt:

a’) H$<7T07 "'77T0) = To;

b) lim Hén](f, .y [) = mo, pentru orice f € C,

dacnd zcjste satisfacuta una dintre conditiile urmatoare:

i) existd o functie de comparatie ¢ astfel incdt toate functiile f; sunt
p-contractii (in particular daca sup lip(f;) < 1);

icl

i1) familia de functii (f;)ic; este uniform Boyd-Wong;

i11) I este finita gi toate functiile f; sunt Meir-Keeler.

Remarca 2.3. In acord cu Theorem 8.1 din 73], daci i) este satisfacutd,

pentru orice g1, Gm € C; §ZT’UZ (gk)k€N7 deﬁnZt de Im+k = HS(Qk? Gk+1-++) gk+mf1)7
converge la mg.
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Propozitia 2.5. In cadrul teoremei anterioare, avem m,(Q) = As.

Propozitia 2.6. In cadrul propozitiei anterioare, mg este proiectia canon-
ica asociata luir S.

Teorema 2.7. Fie S = ((X,d), (fi)ic1) un sistem iterativ de functii,
generalizat i posibil infinit, de ordin m € N* gi p € N astfel incat

d(fa(2), fa(y)) < p(maximaxd(fs(zo), fo(yo)) | B €4 20 €{0,1,.... p—1}}),

pentru orice x,y € X™.

Atunci exista o unica functie w € C astfel incdt:
a) Hg(m,...,m) =m g1 m(Q) = As.
b) lim H‘,[;n](fn) = 7 pentru orice B € P y(X) si fn = (1., [1n) €

Co", unde Cp = {f : @ — B | f este continud} este inzestrat cu norma
uniforma, convergenta fiind uniforma in raport cu B.
¢) T este proiectia canonica asociata lui S.

Exemplul 1. Avand ca sursd de inspiratie lucrarea [9], vom considera
sistemul iterativ de functii, generalizat si posibil infinit S = ((X, d), (f5)nen)
de ordin 2, unde X = [0, 1], d este metrica euclidiana si functiile f,, : [0, 1] x
[0,1] — [0, 1] sunt date de

1 1
falzy) = oo (@ +y) + 5y

pentru orice n € N, z,y € [0, 1]. Atunci:

i) familia de functii ( f,,)nen este uniform Boyd-Wong deoarece lip(f,,) <
pentru orice n € N;
ii) operatorul Hg : C* — C actioneazd in modul urméator:

1
2

1 1
Hs(g1,92)(a) = W(gl(a;aé...a}c...) + go(a30a3...a3...)) + prasg

pentru orice g1, gs € C si orice a = ala?..af... € Q, unde o* = atai € O

cu af, ai € Qp_q;
iii) As = [0, 1] deoarece [0,1] = nLeJN[Qn%,zin] = nLeJan([O, 1] x [0,1]) =
FS<[07 1]> [07 1])a
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iv) 0 ¢ nLEJN fu(As x Ag), deci operatorul de inchidere care intervine in

definitia lui Fs nu poate fi omis.

Exemplul 2. Fie S = (([0, 1], ) {f,9}) un GIFS (de ordin 2), unde d
este distanta uzuald pe [0,1] si f,g : [0,1]> — R sunt descrise de f(z,y) =
Hz—% —|—y — —) sig(z,y) =1— f(1 —x,1 —y), pentru orice z,y € [0, 1].
S este un GIFS de ordin 2 format din ¢ contractii care nu sunt contractii.
Deoarece f([0,1] x [0,1]) = [0, 3] si ¢([0,1] x [0,1]) = [3,1], concluziondm c&
As =10,1].

Exemplul 3. Fie X = [0,1] U ( U {4n,4n + 1}) inzestrat cu distanta
neN*

euclidiana.
Fie functiile f, g : X — X descrise astfel:

% x € [0,1]
flz) = 0, existd n € N* astfel incat = 4n
1-— n+-3’ exista n € N* astfel incat r = 4n + 1
si
3+ %, x € [0,1]
g(x) = 0, existd n € N* astfel incat z = 4n
1-— n—+3, exista n € N* astfel incat v = 4n + 1

Consideram GIFS-ul (de ordin 1) S = (X,{f,g}). S este Meir-Keeler
dar nu este Boyd-Wong si § nu este ¢-contractiv.
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CAPITOLUL IIT

SISTEME ITERATIVE DE FUNCTII, GEN-
ERALIZATE, POSIBIL INFINITE, CONSTI-

TUITE DIN FUNCTII AFINE

Conceptul de sistem topologic auto-similar a fost introdus de A. Kameyama
(vezi [24]) dupd cum urmeazad: Un spatiu topological compact Hausdorff K
se numeste multime topologica auto-similara daca exista functiile continue
fi, fo, .., fv i K — K, unde N € N* gi o surjectie continua ©: A — K
astfel incdt diagrama

A DA
T |7
K ? K

este comutativa pentru orice i € {1,2,..,N}, unde A = {1,..., N}V este
spatiul codurilor unui IFS format din n functii si 7;(wiwa..WmWmi1...) =
IW1W2- . Wi Win 41 - PENETU OTICE WiW3...WmWmt1... € A. Perechea (K, (fi)ic(1,2,...N})
se numegte sistem topologic auto-similar. El a ridicat urmatoarea intrebare:
dat un sistem topologic auto-similar (K, (f;)icf1,2,..n}), existd o metricd pe
K compatibila cu topologia de pe K astfel incat toate functiile f; sa fie con-
tractii in raport cu aceastd metrica? Raspunsul afirmativ la intrebarea lui
Kameyama in cazul multimilor auto-similare generate de transformari afine
ale lui R™ dat de R. Atkins, M. Barnsley, A. Vince si D. Wilson (vezi [1]) a
fost extins de R. Miculescu si A. Mihail (vezi [42]) prin inlocuirea lui R™ cu
un spatiu Banach arbitrar (X, ||.||) si a multimii {1,2,..., N} cu o multime
arbitrara I. Vezi de asemenea [43] si [44].

Continuand directia de cercetare prezentata anterior, introducem noti-
unea de sistem iterativ de functii, generalizat, posibil infinit, constituit din
functii afine (pe scurt AGIIFS). Vom imbunatati rezultatele prezentate an-
terior prin justificarea faptului ca, pentru un astfel de sistem S, urmatoarele
afirmatii sunt echivalente:

a) S este hiperbolic (vezi Definitia 3.3).

b) Exista o functie de comparatie ¢ astfel incat S este p-hiperbolic (vezi
Definitia 3.4).

c) S are atractor (vezi Definitia 3.7).

d) S este strict topologic contractiv (vezi Definitia 3.9).
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e) S este uniform punctual fibrat (vezi Definitia 3.5).
f) lim max{/||A.|| < 1 (vezi Definitia 3.2).

n—o0aE )

Asa cum am mentionat anterior, acest rezultat le generalizeaza pe cele
din [1], [42] si [76].

In plus, prezentfm dous corolarii care furnizeazi afirmatii echivalente cu
cele de mai sus.

Sisteme iterative de functii, generalizate, posibil infinite, con-
stituite din functii afine

Definitia 3.1. Dat un spativ Banach (X,|.||), o familie de functii
(fi)ier, unde f; : X™ — X, se numegte marginita daca U f;(B) este marginita
el
pentru orice submultime marginita B a lui X™.

Definitia 3.2. Un sistem iterativ de functii, generalizat, posibil in-
finit, constituit din functii afine (pe scurt AGIIFS), de ordin m € N*,
este o pereche S = (X, ||.1]), (fi)icr), unde (X,||.]|) este un spatiuv Banach
(fi)ier este o familie de functii marginita cu proprietatea ci pentru orice
1 € I, exista b; € X gi un operator lintar marginit A; : X™ — X ast-
fel incat f; = A; + b;. Functia Fs : (Poa(X))™ — Pyu(X), datd de
Fs(By,...,Bp) = iLeJIfi(Bl""’Bm) pentru orice (By,...,Bp) € (Ppa(X))™,

se numeste operatorul fractal asociat sistemului S.

Remarca 3.1. Marginirea familiei de functii (f;)icr care apare in definitia
de mai sus este echivalenta cu marginirea multimilor {b; | i € 1} gi {||A; |
iel}.

Dat un AGIIFS S = ((X, ||.||), (fi)icr) de ordin m € N* i n € N*| intro-
ducem un nou AGIIFS (de ordin m™) S,, := ((X,d), (fa)ac, ). S& remarcdm
cd Fs, : (Ppu(X))™ — Pya(X) este dat de

Fs, (B, ..., Bn) = anQfa<B1’ iy B,

pentru orice (By, ..., By,) € X,,.

Definitia 3.3. Un AGIIFS S = (X, ||.|]), (fi)ier) se numeste contractiv
daca ezista C' € [0, 1) astfel incdt ||A;]| < C pentru orice i € I. Un astfel de
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sistem se numegte hiperbolic daca exista o norma |||.|| pe X echivalentd cu
I\ astfel incat AGIHFS-ul (X, |||.||l), (fi)icr) este contractiv.

Definitia 3.4. Datda o functie de comparatie ¢ : [0,00) — [0,00),
spunem ca AGIIFS-ul S = ((X, ||.]]), (fi)icr) este p-contractiv daca f; este
p-contractie generalizata pentru orice © € 1., Un astfel de sistem se numeste
p-hyperbolic daca exista o norma |||.||| pe X echivalentd cu ||.|| astfel incat
AGIFES-ul (X, |-, (fi)ier) este p-contractiv.

Remarca 3.2. Clasa AGIIFS-urilor contractive este o subclasa a clasei
AGIIFS-urilor p-contractive.

Intr-adevir, daci AGIIFS-ul S = ((X, ||.I]), (fi)icr) este contractiv (si
C € [0,1) este astfel incat ||A;|| = lip(fi) < C pentru orice ¢ € I), atunci
el este de asemenea g -contractiv, unde ¢, : [0,00) — [0,00) este datd de
©o(t) = Ct pentru orice t € [0, c0).

Definitia 3.5. Un AGIIFS S = (X, |.|),(fi)ier) (de ordin m) se
numeste punctual fibrat daca pentru orice o = ala?...a'a't... € Q exista
To € X astfel incat Gm forp2. o0 (Y, ..., y) = To pentru orice y € X. Un ast-

fel de sistem se numeste uniform punctual fibrat daca este punctual fibrat si
pentru orice submultime marginita B a lui X st orice € > 0 exista np. € N
avand proprietatea ca || foraz. an(T1, - Tmn) — Tol| < € pentru orice n € N,
N> Npe, 1,y Tyn € B §i a = ala?..ala'™. € Q.

Definitia 3.6. Spunem ca AGIIFS-ul S = ((X, ||.||), (fi)icz) are atractor

daca ezista un (unic) element A € P, (X)) astfel incat:
i)
ii)
lim FI(B,..,B) = A,

pentru orice B € P, 4(X).

Definitia 3.7. Dat un spativ normat (X, ||.||), vom numi corp convex o
multime convexda din P, (X)) care are interiorul nevid.

Definitia 3.8. Un AGIIFS S = (X, |.]]), (fi)icz) se numeste topologic

contractiv daca exista un corp conver K al lui X astfel incat

Fs(K, .., K)C K.
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Un astfel de sistem se numeste strict topologic contractiv daca exista un
corp conver K al lui X avdnd proprietatea ca

(5H_||<FS(K, ...,K),X N K) > 0,

unde 8y (A,B) = inf |la—b|| pentru orice A gi B submultimi ale lui
I acAbeB
(XD

Daca d). (A, B) > 0, unde A si B submultimi ale spatiului normat (X, ||.||),
atunci A C X <~ B (vezi [42)).

Remarca 3.3. Daca K este un corp convex, atunci K — K este o vecina-
tate marginita, balansata s convexra a lui 0.

Definitia 3.9 (vezi [1]). Dat un spativ normat X, un corp convex central
simetric K al i X gi ||| mnorma Minkowski asociatd lui K, definim
metrica Minkowski pe X prin requla dk(x,y) = ||z — Y| -

S& remarcdm ca K reprezintd bila unitate in raport cu ||.|| -

Propozitia 3.1 (vezi Propozitia 5.6 din [1]). Dat un spativ normat
(X, |I11) §@ un corp convex K al lui X, dx si metrica dg, descrisa de regula
dg(x,y) = ||x — y||, sunt echivalente.

Rezultatele principale

Teorema 3.1. Dat un AGIIFS S, urmatoarele afirmatii sunt echivalente:
1. S este hiperbolic.

2. Exista o functie de comparatie ¢ astfel incit S este p-hiperbolic.

3. S are atractor.

4. S este strict topologic contractiv.

5. § este uniform punctual fibrat.

6

. lim max {/[| 4. || < 1.

n—ooac, )

7. Exista n € N* astfel incat max {/ |Anll < 1.
aEnp
Corolar 3.1. In cazul in care pentru AGIIFS-ul S = ((X,|.]1), (fi)es)
avem b; = 0 (i.e. S este constituit din functii liniare, urmatoarele afirmatii

sunt echivalente:
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. S este hiperbolic.

. Exista o functie de comparatie ¢ astfel incat S este @-hiperbolic.
. A = {0} este atractorul lui S.

. § este strict topologic contractiv.

. § este uniform punctual fibrat.

lim max {/||Aa|| < 1.

n—ooa€ )

S T o o

Corolar 3.2. Pentru orice AGIIFS S = ((X, ||.|), (fi)ier), urmatoarele
afirmatii sunt echivalente::

1. Ezista n € N* astfel incat S,, este hiperbolic.

2. Emista n € N* g1 o functie de comparatie ¢ astfel incit S, este -
hiperbolic.

3. Exista n € N* astfel incit S,, are atractor.

4. S are atractor.

5. Exista n € N* astfel incit S, este strict topologic contractiv.

6. lim max {/[|A.|| < 1.

n—ooa€n )

Remarca 3.4. Conditiile echivalente din cele doud corolarii sunt de
asemenea echivalente cu cele din Teorema 3.1.

Exemplul 1. Fie T : ¢g — ¢y operatorul liniar dat de

1

T((a)nen) = (1= —

)xn)nel\%

pentru orice (x,)nen € Co = {(zp)nen € R | limz, = 0}, unde ¢y este
n—oo
inzestrat cu ||| ..

Fie S = ((co, |||l ), f) un GIFS de ordin 2, unde f : (cg)* — ¢ este data
de

F(dact Wehnes) = 5T((@e)ues) + 5T (e,

pentru orice (Z,)nen, (Yn)nen € Co-
S este topologic contractiv dar nu este strict topologic contractiv si nu
este uniform punctual fibrat dar este punctual fibrat si 7 : Q — ¢y este 0.

Exemplul 2. Fie (X, ||.||) spatiu Banach i T : X — X astfel incat
existd m € N* cu proprietatea cd m ||T|| < 1. Fie de asemenea (a;);c; 0
familie marginita de elemente din X.

26



Vom considera GIIFS-ul S = ((X, ||.||]), (fi)icr) de ordin m,

X™ — X este dat de
filz1, oy xm) =T (1) + oo + T(T) + ai,

entru orice x, .... ,, € X. Pentru n € N*, avem c&
1 sy m )

m"

n mt—1
faraoan (@1, oy ) = Y T (@) + > TN aq),
=1 j=1

=1
pentru orice a*a?...a” €, Q, 1, ..., T € X si

mt—1

m(e) =Y T () au),

>1 j=1

pentru orice o € ).
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CAPITOLUL IV

GIIFS-uri CONSTITUITE DINTR-O MULTIME
FINITA DE ELEMENTE

Acest capitol este dedicat cazului in care GIIFS-ul este constituit dintr-un
numir finit de elemente. In acest sens vom prezenta doud tematici, anume
vom studia astfel de sisteme constituite din functii afine definite pe spatii
normate finit dimensionale si vom prezenta un nou algoritm pentru generarea
imaginii atractorului unui astfel de sistem ( care se bazeaza pe [46]).

Sisteme iterative de functii, generalizate si posibil infinite, con-
stituite dintr-un numar finit de functii afine definite pe spatii nor-
mate finit dimensionale

In cazul in care AGIIFS-ul S = ((X,].]|), (fi)ies) are proprietatea ci
I este finita si X este finit dimensional, lista afirmatiilor echivalente din
rezultatele anterioare poate fi largita asa cum arata Teorema 4.2.

Definitia 4.1. Un AGIFS S = ((X,||.|), (fi)ier), astfel incat (X, ||.||)
este finit dimensional i I este finita, se numeste Meir-Keeler daca f; este
Meir-Keeler pentru orice 1 € I. Un astfel de sistem se numeste Meir-

Keeler hiperbolic daca exista o mnorma |||.||| pe X astfel incit AGIIFS-ul
(XM, (fi)ier) este Meir-Keeler.

Definitia 4.2. Dat un spativ normat X de dimensiune m € N*, un corp
conver K din X si u € S™ ! - sfera unitate din X -, definim

Ay = A(K) = {(p, q) € (H, NOK) x (H_, NOK)}

§t
ueSm-—1

unde perechea (H,, H_,) este constituita din hiperplanele perpendiculare pe
u.
Spunem ca (p, q) este o pereche de puncte antipodale in raport cu K daca

(p,q) € A.
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Definitia 4.3. Dat un spativ normat (X, ||.||), m € N* gi un corp con-
ver K, o functie f : X™ — X se numeste non-antipodala in raport cu
K daca (f(x1,...;xm); f(W1, - ym)) ¢ A(K) atunci cand f(K,..K) C K
i (01, e 2); (1, tm)) € AGK™). Un AGIIFS S = (X, ), (fi)ier).
astfel incat (X, ||.||) este finit dimensional gi I este finita, se numeste non-
antipodal daca f; este non-antipodala in raport cu un corp convex K pentru
orice 1 € 1.

Definitia 4.4. Dat un spativ normat X de dimensiune m € N*, un corp
conver K al lwi X si u € S™! - sfera unitate din X -, definim diametrul
lui K in directia u astfel:

D(u) = max{||z — y||, | z,y € K astfel incdt

exista o € R cu proprietatea ca x — y = au}.

Remarca 4.1. Maximul din definitia anterioarda este atins pentru o
pereche de puncte apartinind 0K -bordul topologic al lui K- deoarece K x K
este convexd §i compacta i ||.||, este continua.

Definitia 4.5. Dat un spatiu normat X de dimensiune m € N*, un
corp convex K al lui X si uw € S™ 1 - sfera unitate din X -, definim D, =
{(p,q) € OK x OK | D(u) = |l¢q—0pll,} st D = éJ Du. Spunem ca

uesSm—

(p,q) € D, este o pereche de puncte diametrale in directia lui u gi ca D este
multimea de perechi de puncte diametrale ale lui K.

Teorema 4.1 (vezi [1]). Dat un spativ normat finit dimensional X gi un
corp conver K al lui X, multimea perechilor de puncte antipodale ale lui K
coincide cu multimea perechilor de puncte diametrale K, i.e. A=D.

Theorema 4.2 . Dat un AGIIFS § = ((X,|.|), (fi)icr) astfel incat
(X, ||.|l) este finit dimensional si I este finitd, urmatoarele afirmatii sunt
echivalente:

1. § este hiperbolic.

2. Exista o functie de comparatie ¢ astfel incit S este p-hiperbolic.

3. S are atractor.

4. S este strict topologic contractiv.

5. § este uniform punctual fibrat.
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6. S este topologic contractiv.
7. § este Meir-Keeler hiperbolic.
8. S este non-antipodal.

Exemplul. Fie S = ((R?,]|.],), f) un GIFS de ordin 2, unde f : (R?)? —

R? este datd de
flz,y) = Bz +y),

0 1
1 )
16
este uniform punctual fibrat, deci exista o norma in care sa fie contractiv
(conform Teoremei 4.2).

pentru orice x,y € R?, cu B = ( . In |||l,, S nu este contractiv, dar

Un nou algoritm pentru generarea imaginii atractorului unui
sistem generalizat iterativ de functii, generalizat si posibil infinit,
care este constituit dintr-un numar finit de functii

In [23], Strobin si colaboratorii s#i prezintd patru algoritmi pentru gener-
area imaginii atractorului unui sistem generalizat iterativ de functii posibil
infinit care este constituit dintr-un numar finit de functii, unul dintre ei fiind
cel deterministic.

In aceastd sectiune prezentim un nou algoritm (numit algoritmul cu grild)
pe care il vom compara cu cel deterministic. Rezultatele se bazeaza pe lu-
crarea [46].

Algoritmul deterministic consta in alegerea unei multimi finite de puncte
careia i se aplica functiile constitutive ale sistemului, obtindndu-se astfel o
noud multime. Fiecaruia dintre aceste noi puncte i se aplica din nou functiile
constitutive ale sistemului. Continuand acest procedeu ne vom apropia de
atractorul sistemului.

Ideea principala a algoritmului cu grila este de a simplifica algoritmul
deterministic prin divizarea, la fiecare pas, a spatiului in care lucram, in
subspatii mici si de a alege, in fiecare dintre ele, un singur punct.

I. Prezentarea algoritmilor

Pentru (x1, ..., z37) € RM | vom folosi urmitoarea notatie:

(21, e, zar)] = ([21], ooy [T01])-



In cele ce urmeazs

S = (([07 D]M7 d)a {fh D) fL})7
unde L, M € N si d este distanta euclidians pe RM, va fi un GIIFS de ordin

p > 2 (deci f; : ([0, D]M)P — [0, D]M pentru orice i € {1,...,L}) constituit
din contractii.

Vom folosi urmatoarele notatii:

o max{lip(f1), ..., lip(f1)} £ C < 1

o 3 =pM.

Vom considera urmatoarele functii:

o Is: (P, ([0, D]"))P — P.,(]0, D]M) descrisi de

Fs(Ky,...,.Kp) = fi(K1, ..., K,) U...U fL(Kq, ..., K,),
pentru orice K1, ..., K, € P.,([0, D]M)
e Gs: P,([0, D}M) — P,([0, D) descrisa de
Gs(K) = Fs(K, ..., ),
pentru orice K € P.,([0, D]M).

e (ng)ken+ un sir de numere naturale.
Pentru o multime finitd K, € P,.,([0, D]*), vom folosi urmétoarele notatii:

o A, "2 G¥(Ky), unde k € N
o Ap " { L[5 fi(un, oo up)] [, oy € Agy, 1€ {1, L}}unde k € N*

si Ao = Ko
. %M " punde k € N.

Sa reamintim algoritmul deterministic pentru generarea imaginii atrac-
torului unui GIIFS constituit dintr-o familie finita de contractii (vezi [23]).

Programul pseudocod pentru algoritmul deterministic
Read initially defined objects: constants: L, M, finite set: Ky € P.,([0, D]™),

mappings: fi, ..., fr, variables: k, Dj.
Initial values: Dg := K.
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For k from 1 tom — 1

Print D,,.
Programul pseudocod pentru algoritmul cu grila

Read initially defined objects: constant: L, M, finite set: Ky € P, ([0, D),
mappings: fi, ..., fr, sequence: (ny)x, variables: k, Dy.
Initial values: Dy := K.
For k from 1 tom — 1
D, = {n%[%“fl(ul, o Up)] | ur, .y uy € Doyl € {1,...,L}}
Dy = Ds.
Print D,,.

II. Complexitatea celor doi algoritmi

A. Complexitatea algoritmului deterministic este descrisa de functia C, :
(0,00) — R data de
1 1 log 1 (p)

Cc<€) = (IOLE)(g) ° )

pentru orice € > 0.

B. Cazul algoritmului cu grila

Vom nota cu gy, numarul punctelor calculate pana la pasul k in cadrul
algoritmului cu grild. Deoarece y.; < L(n;)? pentru orice k¥ € N*, pana

N N
la pasul N, trebuie si calculim cel mult L (n;)? = L(D\/M)BZ(i)ﬁ

k=1 k=1
puncte. Avem

h(_/gk,Ag) <ep+ Cgk—l + 025k—2 + ...+ Ck_2€2 + Ok_lgl + CkD\/ M,
pentru orice k € N*,

Prin urmare suntem condusi la urmatoarea problema: pentru N sie > 0
€ . . . .
astfel incat — — Dv M > 0, sd se determinam intr-o prima etapa minimul

c
functiei f : [0,00)Y — [0, 00) data de



pentru orice &1, ...,y € [0,00), cu legatura

EN T+ C5N—1 + 02€N_2 + ...+ CN72€2 + CNiléTl + CND\/ M=c¢

si apoi sa alegem un N care sa minimizeze valoarea obtinuta.

Complexitatea algoritmului cu grila este descrisa de functia C, : (0, 00) —

R data de

C)(e) = (DP(1 - Ciny o,

Remarca 4.2. Algoritmul cu grila este mai eficient decdt cel determin-

istic deoarece .y
I\p
thg(e) = lim )

THCAE) 2D g Lty

=0.

log 1 (p)
C

N
~

Exemplu

In aceastd sectiune vom prezenta unul dintre exemplele din teza. Mentionfm
ca am considerat ny; = k2.
Fie S = (([0,1]2,d),{f1, f2}), unde, pentru = = (z1,v1) 5i y = (T2, y2),

avern

filz,y) = (0,521 — 0,5y; 4 0,001z 4 0,45; 0, 521 + 0, 5y; + 0,001y, — 0,05)

si

s

folz,y) = (0,221 + 0,01z + 0, 14ys + 0, 14730, 21 + 0, 01y, + 0, 105).

Figura 1 este obtinuta utilizand algoritmul deterministic, iar figura 2 este
obtinuta utilizand algoritmul cu grila.
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Figura 1

Ambii algoritmi au rulat timp de doua minute. Cel deterministic a par-
curs cinci pasi iar cel cu grila 22 de pasi.

Figura 1 este constituita din 22 — 4294967296 puncte, iar figura 2 din
aproximativ 217800 de puncte.
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