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INTRODUCERE
Teoria muļtimilor fractale reprezint¼a o ramur¼a modern¼a a analizei mate-

matice care se a�¼a în plin¼a dezvoltare şi care are puternice leg¼aturi cu multe
alte domenii ale matematicii, precum topologia (vezi [12]), teoria m¼asurii
(vezi [14]) şi analiza real¼a. Conceptul de muļtime fractal¼a, introdus de B.
Mandelbrot (vezi [30] şi [31]), descrie o muļtime cu dimensiunea Hausdor¤
neîntreag¼a. Astfel de muļtimi au un aspect gra�c frânt, cu varia̧tii bruşte,
care le şi d¼a numele şi care le difereņtiaz¼a net de curbele şi suprafȩtele de
clas¼a C1. Pe de o parte, printre exemplele clasice de muļtimi fractale putem
aminti muļtimea triadic¼a a lui Cantor şi curba lui Koch, pe de alt¼a parte,
exist¼a anumite funçtii ale c¼aror gra�ce reprezint¼a muļtimi fractale dintre care
amintim funçtia lui Weierstrass şi pe cea a lui Lebesgue.

Un pas important în dezvoltarea teoriei muļtimilor fractale l-a constituit
articolul [20] avându-l drept autor pe John E. Hutchinson, care a introdus
conceptul de atractor al unui sistem iterativ de funçtii (pe scurt IFS). În plus,
un astfel de atractor (numit şi fractal Hutchinson-Barnsley) este autosimilar,
adic¼a p¼aŗti ale muļtimii sunt asemenea cu întreaga muļtime. Cel care a
contribuit din plin la popularizarea acestei teorii (prin ra�narea studiilor lui
P. Moran -vezi [55]-) este M. Barnsley (vezi [2] şi [3]).

Exist¼a mai multe direçtii de generalizare ale notiunii de IFS. Un rol
aparte, din punctul de vedere al prezentei lucr¼ari îl joac¼a conceptul (intro-
dus de R. Miculescu şi A. Mihail - [51] şi [54]) de sistem iterativ de funçtii
generalizat (pe scurt GIFS). Dac¼a în cazul teoriei lui Hutchinson se consid-
er¼a contraçtii din spa̧tiul metric complet X în el însuşi, în cazul sistemelor
iterative de funçtii generalizate se au în vedere contraçtii de�nite pe Xm cu
valori în X, unde m 2 N� poart¼a numele de ordinul sistemului. F. Strobin
(vezi [72]) a demonstrat c¼a pentru orice m 2 N�, m � 2, exist¼a o submuļtime
a planului care este atractorul unui GIFS de ordin m, dar pentru care nu ex-
ist¼a nici un GIFS de ordin m� 1 al c¼arui atractor s¼a �e aceast¼a submuļtime.
Acest lucru dovedeşte c¼a puterea de descriere a muļtimilor fractale de tip
Hutchinson-Barsley sporeşte prin utilizarea GIFS-urilor. De asemenea rezul-
tatele [32] şi [55] marcheaz¼a o alt¼a difereņt¼a calitativ¼a între cele dou¼a no̧tiuni.
Diferitele generaliz¼ari ale no̧tiunii de GIFS se pot g¼asi în [6], [7], [58], [71] şi
[73]. Mai mult, m¼asura Hutchinson asociat¼a unui sistem iterativ de funçtii ge-
neralizat a fost studiat¼a în [36], [37], [52], [57] şi [70].
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Motiva̧tia alegerii temei prezentei teze este dat¼a de faptul c¼a studiul sis-
temelor iterative de funçtii, generalizate şi posibil in�nite, se înscrie în efor-
tul actual de generalizare a teoriei muļtimilor fractale de tip Hutchinson-
Barnsley.

Lucrarea este structurat¼a în patru capitole. Primul capitol coņtine o
trecere în revist¼a a principalelor elemente folosite în lucrare. Mai precis, se
prezint¼a spa̧tiul codurilor generalizat, compunerea generalizat¼a a funçtiilor,
spa̧tiul metric (Xm; dmax), considera̧tii privind punctele �xe ale funçtiilor f :
Xm ! X, pseudo-metrica Hausdor¤-Pompeiu, precum şi conceptul de sistem
iterativ de funçtii, generalizat şi posibil in�nit (notat, pe scurt, GIIFS).
Pe de o parte, reamintim c¼a o direçtie de extindere a teoriei clasice a

lui Hutchinson privind sistemele iterative de funçtii a fost dezvoltat¼a de R.
Miculescu şi A. Mihail prin introducerea şi studierea sistemelor iterative de
funçtii generalizate - pe scurt GIFS-uri- (vezi [51] şi [54]). Pe de alt¼a parte,
reamintim c¼a în lucrarea [50] proieçtia canonic¼a asociat¼a unui sistem iterativ
de funçtii (posibil) in�nit este prezentat¼a ca un punct �x, în dou¼a situa̧tii: a)
funçtiile constitutive ale sistemului sunt uniform Meir-Keeler; b) spa̧tiul met-
ric asociat sistemului este compact şi sistemul este constituit dintr-o muļtime
�nit¼a de funçtii. În cel de al doilea capitol (care re�ect¼a coņtinutul arti-
colelor [47] şi [77]) combin¼am aceste dou¼a direçtii de cercetare prin studierea
sistemelor iterative de funçtii, generalizate şi posibil in�nite, constituite din
generaliz¼ari ale '-contraçtiilor. Mai precis, dat un sistem iterativ de funçtii,
generalizat şi posibil in�nit S = ((X; d); (fi)i2I), de ordin m, construim un
operator HS : Cm ! C, unde C = ff : 
! X j f este continu¼a şi m¼arginit¼ag
care se înzestreaz¼a cu metrica uniform¼a, iar 
 reprezint¼a spa̧tiul codurilor
generalizat. În continuare se prezint¼a unele rezultate care furnizeaz¼a condi̧tii
su�ciente (asupra funçtiilor constitutive ale sistemului) pentru ca operatorul
HS s¼a �e continuu, contraçtie, '-contraçtie, Meir-Keeler, contractiv sau '-
max-contraçtie generalizat¼a. Finalul capitolului coņtine rezultate care arat¼a
c¼a proieçtia canonic¼a asociat¼a unor anumite tipuri de sisteme iterative de
funçtii, generalizate şi posibil in�nite, S se poate prezenta ca un punct �x al
lui HS , precum şi o serie de exemple.

Conceptul de sistem topologic auto-similar a fost introdus de A. Kameyama
(vezi [24]) dup¼a cum urmeaz¼a: Un spaţiu topological compact Hausdor¤ K
se numeşte mulţime topologic¼a auto-similar¼a dac¼a exist¼a funcţiile continue
f1, f2, ..., fN : K ! K, unde N 2 N, şi o surjecţie continu¼a � : � ! K
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astfel încât diagrama
�

� i! �
� # # �
K !

fi
K

este comutativ¼a pentru orice i 2 f1; :::; Ng, unde � = f1; :::; NgN� este
spaţiul codurilor unui IFS format din n funcţii şi � i(!1!2:::!m!m+1:::) =
i!1!2:::!m!m+1::: pentru orice !1!2:::!m!m+1::: 2 �. Perechea (K; (fi)i2f1;:::;Ng)
se numeşte sistem topologic auto-similar. El a ridicat urm¼atoarea întrebare:
dat un sistem topologic auto-similar (K; (fi)i2f1;:::;Ng), exist¼a o metric¼a pe K
compatibil¼a cu topologia de pe K astfel încât toate funçtiile fi s¼a �e con-
traçtii în raport cu aceast¼a metric¼a? R¼aspunsul a�rmativ la întrebarea lui
Kameyama în cazul muļtimilor auto-similare generate de transform¼ari a�ne
ale lui Rm dat de R. Atkins, M. Barnsley, A. Vince şi D. Wilson (vezi [1])
a fost extins de R. Miculescu şi A. Mihail (vezi [42]) prin înlocuirea lui Rm
cu un spa̧tiu Banach arbitrar (X; k:k) şi a muļtimii f1; :::; Ng cu o muļtime
arbitrar¼a I.

În cel de al treilea capitol (care are la baz¼a coņtinutul articolului [76])
continuând direçtia de cercetare prezentat¼a anterior, introducem no̧tiunea
de sistem iterativ de funçtii, generalizat, posibil in�nit, constituit din funçtii
a�ne (pe scurt AGIIFS). Vom îmbun¼at¼a̧ti rezultatele prezentate anterior prin
justi�carea faptului c¼a, pentru un AGIIFS S, urm¼atoarele a�rma̧tii sunt
echivalente:
a) S este hiperbolic.
b) Exist¼a o funçtie de compara̧tie ' astfel încât S este '-hiperbolic.
c) S are atractor.
d) S este strict topologic contractiv.
e) S este uniform punctual �brat.
f) lim

n!1
max
�2n


n
p
kA�k < 1.

În �nalul capitolului se prezint¼a o serie de exemple.

Cel de-al patrulea capitol este dedicat cazului în care GIIFS-ul este con-
stituit dintr-un num¼ar �nit de elemente. Mai precis, în prima parte a acestui
capitol, ar¼at¼am c¼a, în cazul în care AGIIFS-ul S = ((X; k:k); (fi)i2I) are pro-
prietatea c¼a I este �nit¼a şi X este �nit dimensional, lista a�rma̧tiilor echiva-
lente din rezultatul anterior poate � l¼argit¼a prin ad¼augarea urm¼atoarelor
a�rma̧tii:
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g) S este topologic contractiv.
h) S este Meir-Keeler hiperbolic.
i) S este non-antipodal.
În a doua parte a capitolului vom prezenta un algoritm (numit algoritmul

cu gril¼a) care permite generarea imaginii atractorului unui GIIFS constituit
dintr-un num¼ar �nit de elemente. Se compar¼a acest algoritm cu cel de-
terministic care a fost propus de F. Strobin şi colaboratorii s¼ai (vezi [23]).
Algoritmul deterministic const¼a în alegerea unei muļtimi �nite de puncte
c¼areia i se aplic¼a funçtiile constitutive ale sistemului, ob̧tinându-se astfel o
nou¼a muļtime. Fiec¼aruia dintre aceste noi puncte i se aplic¼a din nou funçtiile
constitutive ale sistemului. Continuând acest procedeu ne vom apropia de
atractorul sistemului. Ideea principala a algoritmului cu gril¼a este de a simpli-
�ca algoritmul deterministic prin divizarea, la �ecare pas, a spa̧tiului în care
lucr¼am, în subspa̧tii mici şi de a alege, în �ecare dintre ele, un singur punct.
Exemplele furnizate arat¼a c¼a deşi algoritmul deterministic genereaz¼a ima-
ginea atractorului utilizând un num¼ar mult mai mare de puncte în compara-
ţie cu algoritmul cu gril¼a, claritatea imaginii celui din urm¼a este superioar¼a.

Lista rezultatelor originale coņtinute în prezenta tez¼a:
a) proieçtia canonic¼a asociat¼a unor anumite tipuri de sisteme iterative

de funçtii, generalizate şi posibil in�nite, constituite din generaliz¼ari ale '-
contraçtiilor, se poate prezenta ca punct �x al unui operator asociat sis-
temului; astfel d¼am un r¼aspuns paŗtial problemei deschise ridicat¼a în ultimul
paragraf al lucr¼arii [50];
b) stabilirea unor condi̧tii echivalente pentru ca un sistem iterativ de

funçtii, generalizat, posibil in�nit, constituit din funçtii a�ne, s¼a posede
atractor; astfel ob̧tinem o generalizare a rezultului din [42] care, la rândul
s¼au generalizeaz¼a rezultatul din [1];
c) prezentarea unui nou algoritm (numit algoritmul cu gril¼a) care permite

generarea imaginii atractorului unui sistem iterativ de funçtii, generalizat,
constituit dintr-un num¼ar �nit de elemente; acest algoritm se dovedeşte a �
mai performant decât algoritmul deterministic propus în [23].

Rezultatele originale cuprinse în aceast¼a tez¼a au fost prezentate comu-
nit¼a̧tii matematice astfel:
Au acceptul de publicare urm¼atoarele articole:
- Silviu-Aurelian Urziceanu, Alternative characterizations of AGIFSs hav-

ing attractor, Fixed Point Theory;
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- Silviu-Aurelian Urziceanu, Possibly in�nite generalized iterated function
systems comprising '-max contractions, Studia Universitatis Babeş-Bolyai
Mathematica.

Am publicat, în colaborare cu R. Miculescu, articolul The canonical pro-
jection associated with certain possibly in�nite generalized iterated function
as a �xed point, J. Fixed Point Theory Appl., (2018) 20:141.
Am publicat, în colaborare cu R. Miculescu şi A. Mihail, articolul A new

algorithm that generates the image of the attractor of a generalized iterated
function system, Numerical Algorithms.

În cadrul conferiņtei International Conference on Mathematics and Com-
puter Science (MACOS 2016), Braşov, Romania, 2nd Edition, vineri 9 sep-
tembrie 2016, am suştinut conferiņta cu titlul Alternative characterizations
of AGIFSs having attractor.
În cadrul conferiņtei 23 rd International Conference on Di¤erence Equa-

tions and Applications (ICDEA 2017), Timişoara, Romania, joi 27 iulie 2017,
am suştinut conferiņta cu titlul On AGIIFSs having attractor.
În cadrul conferiņtei 4 th International Conference on Numerical Analysis

and Approximation Theory (NAAT 2018), Cluj-Napoca, Romania, sâmb¼at¼a 8
septembrie 2018, am suştinut conferiņta cu titlul Possibly in�nite generalized
iterated function systems comprising '-max contractions.

Muļtumesc celor care au f¼acut posibil¼a elaborarea acestei lucr¼ari. În
primul rând domnului lector univ. dr. habil. Alexandru Mihail, conduc¼a-
torul ştiiņti�c al acestei lucr¼ari pentru ajutorul pe care l-am primit de-a
lungul perioadei studiilor mele doctorale şi nu numai. De asemenea doresc
s¼a-i muļtumesc şi domnului profesor univ. dr. habil. Radu Miculescu pen-
tru sfaturile şi încuraj¼arile primite în perioada elabor¼arii prezentei lucr¼ari.
Muļtumirile mele se îndreapt¼a şi c¼atre membrii întregului colectiv al Depar-
tamentului de Matematic¼a şi Informatic¼a al Universit¼a̧tii din Piteşti pentru
atmosfera propice creat¼a şi, nu în ultimul rând, c¼atre colegii din Şcoala Doc-
toral¼a ale c¼aror expuneri mi-au îmbun¼a̧tatit şi l¼argit cunoştiņtele.
Familia mea a reprezentat un substaņtial ajutor moral şi cadrul f¼ar¼a de

care nimic trainic nu poate lua �iņt¼a.
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CAPITOLUL I
PRELIMINARII
Spa̧tiul codurilor generalizat

No̧tiunea de spa̧tiu al codurilor generalizat a fost introdus¼a de A. Mihail
(vezi [48]). Un concept echivalent, a c¼arui utilizare este mai facil¼a şi care este
datorat matematicienilor polonezi F. Strobin şi J. Swaczyna (vezi [74]), va �
prezentat în cele ce urmeaz¼a.

Fie m 2 N� şi I o muļtime arbitrar¼a. Vom de�ni inductiv muļtimile 
1,

2, ..., 
k, ... astfel 
1 = I şi


k+1 = 
k � 
k � :::� 
k
m ori

pentru orice k 2 N�.

Vom considera, de asemenea, urm¼atoarele muļtimi:


 = 
1 � 
2 � :::� 
k � :::

şi

k
 = 
1 � 
2 � :::� 
k,
unde k 2 N�.

Pentru i 2 f1; 2; :::;mg, k 2 N, k � 2 şi � = �1�2:::�k 2 k
, unde
�2 = �21�

2
2:::�

2
m 2 
2, ..., �k = �k1�k2:::�km 2 
k, vom considera

�(i) = �2i�
3
i :::�

k
i 2 k�1
.

Pentru � 2 
 şi i 2 f1; 2; :::;mg, de�nim �(i) 2 
 în mod similar.

De�ni̧tia 1.1. 
 se numeşte spaţiul codurilor generalizat.

Remarca 1.1. 
 devine un spaţiu metric complet dac¼a este înzestrat cu
metrica d descris¼a de

d(�; �) =
X
k2N

Ckdk(�
k; �k),
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pentru orice � = �1�2:::�i�i+1:::, � = �1�2:::�i�i+1::: 2 
, unde dk(�k; �k) =�
1, �k 6= �k
0, �k = �k

şi C este o constant¼a �xat¼a din (0; 1).

Spa̧tiul metric (Xm; dmax)

Dat un spa̧tiu metric (X; d) şi m 2 N�, vom înzestra Xm cu metrica ddmax
de�nit¼a de

ddmax((x1; :::; xm); (y1; :::; ym)) = maxfd(x1; y1); :::; d(xm; ym)g,

pentru orice (x1; :::; xm); (y1; :::; ym) 2 Xm. Dac¼a nu este pericol de confuzie

vom nota ddmax cu dmax.

Dat un spa̧tiu metric (X; d) şi m 2 N�, vom de�ni inductiv spa̧tiile X1,
X2, ...., Xk, ... în modul urm¼ator:

X1 = X �X � :::�X
m ori

= Xm

şi

Xk+1 = Xk �Xk � :::�Xk
m ori

pentru orice k 2 N�.

Vom înzestra, utilizând metoda induçtiei matematice, Xk cu metrica dkmax
pentru orice k 2 N�, unde dkmax este asociat¼a lui (Xk�1; d

k�1
max).

Remarca 1.2. Xk este izometric cu Xmk
înzestrat cu metrica dmax

pentru orice k 2 N�. Ca atare, pe viitor, vom identi�ca pe Xk cu Xmk
.

Remarca 1.3. În cazul în care X este un spaţiu normat înzestrat cu
norma k:k, Xm se poate înzestra cu norma k:kmax de�nit¼a de

k(x1; :::; xm)kmax = maxfkx1k ; :::; kxmkg,

pentru orice (x1; :::; xm) 2 Xm.

Compunerea generalizat¼a a funçtiilor
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Fie spa̧tiul metric (X; d), m 2 N� şi o familie de funçtii (fi)i2I , unde
fi : X

m ! X pentru orice i 2 I. Vom de�ni inductiv o familie de funçtii

ff� : Xk ! X j � 2 k
g pentru orice k 2 N�, în modul urm¼ator:
i) Pentru k = 1, familia este (fi)i2I .
ii) Dac¼a funçtiile f�, unde � 2 k
, au fost de�nite, atunci

f�(x1; x2; :::; xm) = f�1(f�(1)(x1); :::; f�(m)(xm))

pentru orice � = �1�2:::�k�k+1 2 k+1
 şi orice (x1; x2; :::; xm) 2 Xk+1 =

= Xk �Xk � :::�Xk
m ori

.

Remarca 1.4. Familia de funcţii introdus¼a mai sus constituie o gener-
alizare natural¼a a compunerilor de funcţii.

Puncte �xe pentru funçtii f : Xm ! X

Fie X o muļtime nevid¼a, m 2 N� şi funçtia f : Xm ! X. Vom de�ni
inductiv o familie de funçtii f [k] : Xmk ! X, k 2 N�, în modul urm¼ator:
i) f [1] = f ;
ii) presupunând c¼a f [k] a fost de�nit¼a, atunci

f [k+1](x1; :::; xm) = f(f
[k](x1); :::; f

[k](xm)),

pentru orice (x1; :::; xm) 2 Xmk � :::�Xmk

m ori
= Xmk+1

= Xk+1.

De�ni̧tia 1.2. Fie X o mulţime nevid¼a, m 2 N� şi o funcţie f : Xm !
X. Un element x al lui X se numeşte punct �x al funcţiei f dac¼a f(x; :::; x) =
x.

Lema 1.1. În cadrul prezentat anterior, avem:

f [p+q](x1; :::; xmp+q) = f [p](f [q](x1; :::; xmq); :::; f [q](xmp+q�mq+1; :::; xmp+q)) =

= f [q](f [p](x1; :::; xmp); :::; f [p](xmp+q�mp+1; :::; xmp+q)),

pentru orice p; q 2 N�, (x1; :::; xmp), :::, (xmp+q�mp+1; :::; xmp+q) 2 Xmp
,

(x1; :::; xmq), :::, (xmp+q�mq+1; :::; xmp+q) 2 Xmq
.
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Propozi̧tia 1.1. În cadrul prezentat anterior, dac¼a f [n] are un unic punct
�x, unde n 2 N�, atunci f are un unic punct �x. Mai mult, f [n] şi f [k] au
acelaşi unic punct �x pentru orice k 2 N�.

Pseudo-metrica Hausdor¤-Pompeiu

Dat spa̧tiul metric (X; d), vom considera:

- Pb(X) = fN � X j N este nevid¼a şi m¼arginit¼ag
- Pcl;b(X) = fN � X j N este nevid¼a,închis¼a şi m¼arginit¼ag
- Pcp(X) = fN � X j N este nevid¼a şi compact¼ag.
Pentru x 2 X, " > 0 şi A;B 2 Pb(X), vom considera:

- d(x;A)
def
= inf

a2A
d(x; a)

- B(A; ")
def
= fx 2 X j d(x;A) < "g = [

a2A
B(a; ")

- B[A; "]
def
= fx 2 X j d(x;A) � "g

- d(A;B)
def
= sup

x2A
d(x;B):

De�ni̧tia 1.3. Funcţia h� : Pb(X)� Pb(X)! [0;1) dat¼a de

h�(A:B) = maxfd(A;B); d(B:A)g,

este o pseudo-metric¼a pe Pb(X) care poart¼a numele de pseudometrica Hausdor¤-

Pompeiu. Restricţia lui h� la Pcl;b(X) � Pcl;b(X) este o metric¼a ce poart¼a
numele de metrica Hausdor¤-Pompeiu şi care va � notat¼a cu h.

Propozi̧tia 1.2 (vezi 26.1, pagina 44 din [29]). Dac¼a spaţiul metric
(X; d) este complet, atunci spaţiile metrice (Pcp(X); h) şi (Pcl;b(X); h) sunt
complete.

Cititorul interesat poate g¼asi mai multe detalii privind (pseudo) metrica
Hausdor¤-Pompeiu în lucrarea [69].

Sisteme iterative de funçtii, generalizate şi posibil in�nite

De�ni̧tia 1.4. Un sistem iterativ de funcţii, generalizat şi posibil in�nit,
de ordin m 2 N� este o pereche S = ((X; d); (fi)i2I), unde (X; d) este un
spaţiu metric, fi : Xm ! X este continu¼a pentru orice i 2 I şi familia
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de funcţii (fi)i2I este m¼arginit¼a (i.e. [
i2I
fi(B) este m¼arginit¼a pentru orice

B 2 Pb(X)m).
Funcţia FS : (Pcl;b(X))m ! Pcl;b(X), dat¼a de

FS(B1; :::; Bm) = [
i2I
fi(B1 � :::�Bm),

pentru orice (B1; :::; Bm) 2 (Pcl;b(X))m, se numeşte operatorul fractal asociat

sistemului S.
Dac¼a FS are un unic punct �x, atunci el se numeşte atractorul lui S şi

se noteaz¼a cu AS .

Remarca 1.5. Dac¼a mulţimea I este �nit¼a, atunci FS((Pcp(X))m) �
Pcp(X) şi facem convenţia de a nota funcţia (B1; :::; Bm) 2 (Pcp(X))m !
FS(B1; :::; Bm) 2 Pcp(X) tot cu FS. Dac¼a FS este operator Picard, atunci
AS 2 Pcp(X).Observam ca în de�niţia lui FS putem renunţa la considerarea
operatorului de închidere.

De�ni̧tia 1.5. Un sistem iterativ de funcţii, generalizat şi posibil in-
�nit S = ((X; d); (fi)i2I) admite proiecţie canonic¼a dac¼a, pentru orice � =
�1:::�i::: 2 
, mulţimea \

k2N
f�1:::�k((AS)k) const¼a într-un unic element notat

x�. În acest caz, funcţia � : 
! X dat¼a de �(�) = x� pentru orice � 2 
,
se numeşte proiecţia canonic¼a asociat¼a sistemului S.

Fie S = ((X; d); (fi)i2I) un sistem iterativ de funçtii, generalizat şi posibil
in�nit de ordin m 2 N� şi n 2 N�. Putem considera un nou GIIFS (de ordin
mn), anume Sn := ((X; d); (f�)�2n
).
Cu precizarea c¼a, pentru orice k 2 N�, prin Xk îņtelegem spa̧tiul Xk

corespunz¼ator spa̧tiului metric (Pcl;b(X); h), funçtia FSn : (Pcl;b(X))
mn !

Pcl;b(X) este dat¼a de FSn(B1; :::; Bm) = [
�2n


f�(B1; :::; Bm), pentru orice

(B1; :::; Bm) 2 Xn.
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CAPITOLUL II

SISTEME ITERATIVE DE FUNCŢII,
GENERALIZATE ŞI POSIBIL INFINITE,
CONSTITUITEDINGENERALIZ¼ARIALE
'-CONTRACŢIILOR
Datorit¼a importaņtei no̧tiunii de IFS au fost elaborate diverse generaliz¼ari

ale acestui concept.
Una dintre direçtiile de generalizare const¼a în studiul sistemelor consti-

tuite dintr-o muļtime in�nit¼a de funçtii. Studiul acestora a fost ini̧tiat de H.
Fernau (vezi [15]) şi continuat de I. Chi̧tescu, R. Miculescu şi L. Ioana (vezi
[5]), D. Dumitru (vezi [8]), D. Dumitru, L. Ioana, R. Sfetcu şi F. Strobin (vezi
[10]), D. Dumitru şi A. Mihail (vezi [11]), G. Gwó́zd́z-×ukowska şi J. Jachym-
ski (vezi [17]), M.R. Hille (vezi [19 ]), L. Jakszlas (vezi [22]), M. Klimek şi
M. Kosek (vezi [26]), K. Lésniak (vezi [27]), G.B. Lewellen (vezi [28]), S.L.
Lipscomb (vezi [29]), R.D. Mauldin şi M. Urbánski (vezi [34] şi [35]), F.
Mendivil (vezi [36]), R. Miculescu şi L. Ioana (vezi [38]), R. Miculescu şi A.
Mihail (vezi [39], [40], [41] şi [53]), A. Mihail (vezi [49]), N.A. Secelean (vezi
[59], [60], [61], [62], [63], [64], [65], [66], [67], [68], [69] şi [70]), T. Szarek şi S.
Wedrychowicz (vezi [75]) şi K.R. Wiks (vezi [78]). Meņtion¼am c¼a în studiul
propriet¼a̧tilor topologice ale acestor sisteme un rol central îl joac¼a spa̧tiul
codurilor şi proieçtia canonic¼a (vezi [13], [18] şi [25]).
O alt¼a direçtie de generalizare este dat¼a de sistemele constituite din '-

max-contraçtii (vezi [16]).
În acest capitol (care re�ect¼a coņtinutul articolelor [47] şi [77]) combin¼am

aceste dou¼a direçtii de cercetare prin studierea sistemelor iterative de funçtii,
generalizate şi posibil in�nite, constituite din generaliz¼ari ale '-contraçtiilor.
Mai precis, dat un sistem iterativ de funçtii, generalizat şi posibil in�nit
S = ((X; d); (fi)i2I), de ordin m, construim un operator HS : Cm ! C, unde
C = ff : 
 ! X j f este continu¼a şi m¼arginit¼ag se înzestreaz¼a cu metrica
uniform¼a, iar 
 reprezint¼a spa̧tiul codurilor generalizat. În continuare se
prezint¼a unele rezultate care furnizeaz¼a condi̧tii su�ciente (asupra funçtiilor
constitutive ale sistemului) pentru ca operatorul HS s¼a �e continuu, con-
traçtie, '-contraçtie, Meir-Keeler, contractiv sau '-max-contraçtie general-
izat¼a. Finalul capitolului coņtine rezultate care arat¼a c¼a proieçtia canonic¼a
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asociat¼a unor anumite tipuri de sisteme iterative de funçtii, generalizate şi
posibil in�nite, S se poate prezenta ca un punct �x al lui HS , precum şi o
serie de exemple.

Puncte �xe pentru unele clase de funçtii f : Xm ! X

De�ni̧tia 2.1. Fie (X; d) un spaţiu metric şi m 2 N�. O funcţie f :
Xm ! X se numeşte contracţie dac¼a exist¼a C 2 [0; 1) astfel încât

d(f(x); f(y)) � Cdmax(x; y),

pentru orice x; y 2 Xm.

De�ni̧tia 2.2. O funcţie ' : [0;1) ! [0;1) se numeşte funcţie de
comparaţie dac¼a satisface urm¼atoarele propriet¼aţi:
i) este cresc¼atoare;
ii) este continu¼a la dreapta;
iii) '(t) < t pentru orice t > 0.

De�ni̧tia 2.3. Fie (X; d) un spaţiu metric, m 2 N�şi ' o funcţie de
comparaţie. O funcţie f : Xm ! X se numeşte '-contracţie dac¼a

d(f(x); f(y)) � '(dmax(x; y)),

pentru orice x; y 2 Xm.

De�ni̧tia 2.4. Fie (X; d) un spaţiu metric, m 2 N�şi ' o funcţie de
comparaţie. O funcţie f : Xm ! X se numeşte '-max contracţie general-
izat¼a dac¼a exist¼a p 2 N� astfel încât

d(f [p](x); f [p](y)) � '(maxfmax
�2Fpi

d(f [i](x�); f
[i](y�)) j i 2 f0; 1; 2; :::; p� 1gg),

pentru orice x; y 2 Xmp
, unde Fp

i = f� : f1; 2; :::;mig ! f1; 2; :::;mpgg,

iar pentru x = (x1; x2; :::; xmp); y = (y1; y2; :::; ymp) 2 Xmp
, avem x� =

(x�(1); :::; x�(mi)) şi y� = (y�(1); :::; y�(mi)).

De�ni̧tia 2.5. Fie (X; d) un spaţiu metric, m 2 N�şi ' o funcţie de
comparaţie. O funcţie f : Xm ! X se numeşte Meir-Keeler dac¼a pentru
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orice " > 0 exist¼a �" > 0 astfel încât d(f(x); f(y)) < ",pentru orice x; y 2

Xm cu proprietatea c¼a dmax(x; y) < "+ �".

Lema 2.1. Fie (X; d) un spaţiu metric, m 2 N�şi ' o funcţie de com-
paraţie. Atunci orice '-contracţie f : Xm ! X este Meir-Keeler.

De�ni̧tia 2.6. Fie (X; d) un spaţiu metric şi m 2 N�. O funcţie f :
Xm ! X se numeşte contractiv¼a dac¼a d(f(x); f(y)) < dmax(x; y),pentru

orice x; y 2 Xm, x 6= y.

Teorema 2.1 (vezi Teorema 19, [9]). Fie (X; d) un spaţiu metric şi
m 2 N�. Orice funcţie Meir-Keeler f : Xm ! X are un unic punct �x x0 şi
şirul (f [n](x; :::; x))n2N� converge la x0 pentru orice x 2 X.

De�ni̧tia 2.7. Fie (X; d) un spaţiu metric şi m 2 N�. O familie de
funcţii fi : Xm ! X, i 2 I, se numeşte uniform Boyd-Wong dac¼a pentru
orice " > 0 exist¼a �"; �" > 0 astfel încât

d(fi(x); fi(y)) < "� �",

pentru orice i 2 I şi orice x; y 2 Xm având proprietatea c¼a dmax(x; y) <

"+ �".

Remarca 2.1. Conceptul introdus în de�ni̧tia anterioar¼a se g¼aseşte în
[9] sub numele de familie uniform Meir-Keeler. Aşa cum referentul anonim
al lucr¼arii [47] a sugerat, având în vedere Teorema 7 din [21], terminologia
de familie uniform Boyd-Wong este mult mai potrivit¼a.

De�ni̧tia 2.8. Fie (X; d) un spaţiu metric şi m 2 N�. O familie de
funcţii fi : Xm ! X, i 2 I, se numeşte uniform echicontinu¼a dac¼a pentru
orice " > 0 exist¼a �" > 0 astfel încât

d(fi(x); fi(y)) < ",

pentru orice i 2 I şi orice x; y 2 Xm având proprietatea c¼a dmax(x; y) < �".

Teorema 2.2. Fie (X; d) un spaţiu metric complet, ' : [0;1)! [0;1)
o funcţie de comparaţie, m; p 2 N�şi f : Xm ! X o funcţie continu¼a astfel
încât

d(f [p](x); f [p](y)) � '(maxfmax
�2Fpi

d(f [i](x�); f
[i](y�)) j i 2 f0; 1; 2; :::; p� 1gg),
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pentru orice x; y 2 Xmp
.

Atunci:
a) Exist¼a un unic � 2 X astfel încât f(�; :::; �) = �.
b) În ipoteza suplimentar¼a c¼a f este m¼arginit¼a pe submulţimile m¼arginite

ale lui Xm, avem lim
k!1

f [k](xk) = � pentru orice B 2 Pb;cl(X) şi orice xk 2
Bm

k
, convergenţa �ind uniform¼a în raport cu xk.

Clase speciale de sisteme iterative de funçtii, generalizate şi
posibil in�nite

Teorema 2.3. Orice sistem iterativ de funcţii, generalizat şi posibil in-
�nit, S = ((X; d); (fi)i2I), unde spaţiul metric (X; d) este complet, care are
proprietatea c¼a exist¼a o funcţie de comparaţie ' astfel încât toate funcţiile
fi sunt '-contracţii, are atractor (i.e. exist¼a o unic¼a mulţime AS 2 Pcl;b(X)
astfel încât FS(AS ; :::; AS) = AS) şi admite proiecţie canonic¼a. În plus,
AS = �(
).

Teorema 2.4. Orice sistem iterativ de funcţii, generalizat şi posibil in-
�nit, S = ((X; d); (fi)i2I), unde spaţiul metric (X; d) este complet, care are
proprietatea c¼a familia de funcţii (fi)i2I este uniform Boyd-Wong, are atrac-
tor şi admite proiecţie canonic¼a.

Teorema 2.5. Fie S = ((X; d); (fi)i2I) un sistem iterativ de funcţii,
generalizat şi posibil in�nit, de ordin m 2 N� şi p 2 N astfel încât

d(f�(x); f�(y)) � '(maxfmax
�2Fpq

d(f�(x�); f�(y�)) j � 2 q
; q 2 f0; 1; :::; p�1g),

pentru orice x; y 2 Xmp
. Atunci:

a) exist¼a o unic¼a mulţime AS 2 Pb;cl(X) astfel încât FS(AS ; :::; AS) = AS,
i.e. S are atractor.
b) lim

n!1
F
[n]
S (Bn) = AS pentru orice B 2 Pb;cl(X) şi orice Bn = (Bn1 ; :::; Bnmn) �

Bm
n
, cu Bni 2 Pb;cl(X) pentru orice i 2 f1; 2; :::;mng.
c) pentru orice � = �1:::�n::: 2 
, mulţimea \

n2N
f�1�2:::�n(AS ; :::; AS) are

un unic element notat a�, deci S admite proiecţie canonic¼a.
d) pentru orice � = �1:::�n::: 2 
, B 2 Pb;cl(X) şi orice Bn = (Bn1 ; :::; Bnmn) �

Bm
n
, cu Bni 2 Pb;cl(X) pentru orice i 2 f1; 2; :::;mng, avem lim

n!1
f�1�2:::�n(Bn) =

fa�g şi convergenţa este uniform¼a în raport cu � şi cu mulţimea B.
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Operatorul HS asociat sistemului iterativ de funçtii, generalizat
şi posibil in�nit S

Dat un sistem iterativ de funçtii, generalizat şi posibil in�nit S = ((X; d); (fi)i2I)
de ordin m, putem considera operatorul HS : Cm ! C dat de

HS(g1; :::; gm)(�) = f�1(g1(�(1)); :::; gm(�(m))),

pentru orice g1; :::; gm 2 C şi orice � = �1�2:::�k::: 2 
, unde spa̧tiul metric

(C; du) este descris astfel:

C = ff : 
! X j f este continu¼a şi m¼arginit¼ag

şi

du(f; g) = sup
�2


d(f(�); g(�))

pentru orice f; g 2 C.

Remarca 2.2.
i) Dac¼a (X; d) este complet, atunci (C; du) este complet.
ii) HS este bine de�nit, i.e. HS(g1; :::; gm) este continu¼a şi m¼arginit¼a

pentru orice g1; :::; gm 2 C.

Propriet¼a̧tile operatorului HS

Propozi̧tia 2.1. Pentru orice sistem iterativ de funcţii, generalizat şi
posibil in�nit, S = ((X; d); (fi)i2I) (de ordin m 2 N�) cu proprietatea c¼a
familia de funcţii (fi)i2I este uniform echicontinu¼a, operatorul HS este con-
tinuu.

Propozi̧tia 2.2.
�) Pentru orice sistem iterativ de funcţii, generalizat şi posibil in�nit,

S = ((X; d); (fi)i2I) de ordin m 2 N�, avem lip(HS) � sup
i2I

lip(fi). În

particular, dac¼a sup
i2I

lip(fi) < 1, atunci operatorul HS este contracţie (deci

HS este Meir-Keeler - vezi Lema 2.1).
�) Pentru orice funcţie de comparaţie ' şi orice sistem iterativ de funcţii,

generalizat şi posibil in�nit, S = ((X; d); (fi)i2I) de ordin m 2 N�, astfel încât
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toate funcţiile fi sunt '-contracţii, operatorul HS este '-contracţie (deci HS
este Meir-Keeler - vezi Lema 2.1).

) Pentru orice sistem iterativ de funcţii, generalizat şi posibil in�nit,

S = ((X; d); (fi)i2I) de ordin m 2 N�, astfel încât familia de funcţii (fi)i2I
este uniform Boyd-Wong, operatorul HS este Meir-Keeler.
�) Pentru orice sistem iterativ de funcţii, generalizat şi posibil in�nit,

S = ((X; d); (fi)i2I) de ordin m 2 N�, astfel încât I este �nit¼a şi toate
funcţiile fi sunt Meir-Keeler, operatorul HS este Meir-Keeler.

Propozi̧tia 2.3. Pentru orice sistem iterativ de funcţii, generalizat şi
posibil in�nit, S = ((X; d); (fi)i2I) de ordin m 2 N�, astfel încât I este �nit¼a
şi toate funcţiile fi sunt contractive, operatorul HS este contractiv.

Propozi̧tia 2.4. Fie S = ((X; d); (fi)i2I) un sistem iterativ de funcţii,
generalizat şi posibil in�nit, de ordin m 2 N� şi p 2 N astfel încât

d(f�(x); f�(y)) � '(maxfmax
�2Fpq

d(f�(x�); f�(y�)) j � 2q 
; q 2 f0; 1; :::; p�1g),

pentru orice x; y 2 Xmp
. Atunci HS este '-max contracţie generalizat¼a.

Proieçtia canonic¼a asociat¼a unor sisteme iterative de funçtii,
generalizate şi posibil in�nite se poate prezenta ca un punct �x

Teorema 2.6. Pentru un sistem iterativ de funcţii, generalizat şi posibil
in�nit, S = ((X; d); (fi)i2I), unde (X; d) este complet, exist¼a o unic¼a funcţie
�0 2 C astfel încât:
a) HS(�0; :::; �0) = �0;
b) lim

n!1
H
[n]
S (f; :::; f) = �0, pentru orice f 2 C,

dac¼a este satisf¼acut¼a una dintre condiţiile urm¼atoare:
i) exist¼a o funcţie de comparaţie ' astfel încât toate funcţiile fi sunt

'-contracţii (în particular dac¼a sup
i2I

lip(fi) < 1);

ii) familia de funcţii (fi)i2I este uniform Boyd-Wong;
iii) I este �nit¼a şi toate funcţiile fi sunt Meir-Keeler.

Remarca 2.3. În acord cu Theorem 3.1 din [73], dac¼a i) este satisf¼acut¼a,
pentru orice g1; :::; gm 2 C, şirul (gk)k2N, de�nit de gm+k = HS(gk; gk+1:::; gk+m�1),
converge la �0.
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Propozi̧tia 2.5. În cadrul teoremei anterioare, avem �0(
) = AS .

Propozi̧tia 2.6. În cadrul propoziţiei anterioare, �0 este proiecţia canon-
ic¼a asociat¼a lui S.

Teorema 2.7. Fie S = ((X; d); (fi)i2I) un sistem iterativ de funcţii,
generalizat şi posibil in�nit, de ordin m 2 N� şi p 2 N astfel încât

d(f�(x); f�(y)) � '(maxfmax
�2Fpq

d(f�(x�); f�(y�)) j � 2q 
; q 2 f0; 1; :::; p�1gg),

pentru orice x; y 2 Xmp
.

Atunci exist¼a o unic¼a funcţie � 2 C astfel încât:
a) HS(�; :::; �) = � şi �(
) = AS.
b) lim

n!1
H
[n]
S (fn) = � pentru orice B 2 Pb;cl(X) şi fn = (fn1 ; :::; f

n
mn) 2

Cmn

B , unde CB = ff : 
 ! B j f este continu¼ag este înzestrat cu norma
uniform¼a, convergenţa �ind uniform¼a în raport cu B.
c) � este proiecţia canonic¼a asociat¼a lui S.

Exemplul 1. Având ca surs¼a de inspira̧tie lucrarea [9], vom considera
sistemul iterativ de funçtii, generalizat şi posibil in�nit S = ((X; d); (fn)n2N)
de ordin 2, unde X = [0; 1], d este metrica euclidian¼a şi funçtiile fn : [0; 1]�
[0; 1]! [0; 1] sunt date de

fn(x; y) =
1

2n+2
(x+ y) +

1

2n+1
,

pentru orice n 2 N, x; y 2 [0; 1]. Atunci:

i) familia de funçtii (fn)n2N este uniform Boyd-Wong deoarece lip(fn) � 1
2

pentru orice n 2 N;
ii) operatorul HS : C2 ! C açtioneaz¼a în modul urm¼ator:

HS(g1; g2)(�) =
1

2�1+2
(g1(�

1
2�

1
3:::�

1
k:::) + g2(�

2
2�

2
3:::�

2
k:::)) +

1

2�1+1
,

pentru orice g1; g2 2 C şi orice � = �1�2:::�k::: 2 
, unde �k = �1k�2k 2 
k
cu �1k; �

2
k 2 
k�1;

iii) AS = [0; 1] deoarece [0; 1] = [
n2N
[ 1
2n+1

; 1
2n
] = [

n2N
fn([0; 1]� [0; 1]) =

FS([0; 1]; [0; 1]);
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iv) 0 =2 [
n2N
fn(AS � AS), deci operatorul de închidere care intervine în

de�ni̧tia lui FS nu poate � omis.

Exemplul 2. Fie S = (([0; 1]; d); ff; gg) un GIFS (de ordin 2), unde d
este distaņta uzual¼a pe [0; 1] şi f; g : [0; 1]2 ! R sunt descrise de f(x; y) =
1
2
(x� x2

2
+ y � y2

2
) şi g(x; y) = 1� f(1� x; 1� y), pentru orice x; y 2 [0; 1].

S este un GIFS de ordin 2 format din ' contraçtii care nu sunt contractii.
Deoarece f([0; 1]� [0; 1]) = [0; 1

2
] şi g([0; 1]� [0; 1]) = [1

2
; 1], concluzion¼am c¼a

AS = [0; 1].

Exemplul 3. Fie X = [0; 1] [ ( [
n2N�

f4n; 4n + 1g) înzestrat cu distaņta
euclidian¼a.
Fie funçtiile f; g : X ! X descrise astfel:

f(x) =

8<:
x
3
, x 2 [0; 1]
0, exist¼a n 2 N� astfel încât x = 4n

1� 1
n+3
, exist¼a n 2 N� astfel încât x = 4n+ 1

şi

g(x) =

8<:
x
3
+ 2

3
, x 2 [0; 1]

0, exist¼a n 2 N� astfel încât x = 4n
1� 1

n+3
, exist¼a n 2 N� astfel încât x = 4n+ 1

.

Consider¼am GIFS-ul (de ordin 1) S = (X; ff; gg). S este Meir-Keeler
dar nu este Boyd-Wong şi S nu este '-contractiv.
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CAPITOLUL III

SISTEME ITERATIVEDEFUNCŢII, GEN-
ERALIZATE, POSIBIL INFINITE, CONSTI-
TUITE DIN FUNCŢII AFINE
Conceptul de sistem topologic auto-similar a fost introdus de A. Kameyama

(vezi [24]) dup¼a cum urmeaz¼a: Un spaţiu topological compact Hausdor¤ K
se numeşte mulţime topologic¼a auto-similar¼a dac¼a exist¼a funcţiile continue
f1, f2, ..., fN : K ! K, unde N 2 N� şi o surjecţie continu¼a � : � ! K
astfel încât diagrama

�
� i! �

� # # �
K !

fi
K

este comutativ¼a pentru orice i 2 f1; 2; :::; Ng, unde � = f1; :::; NgN� este
spaţiul codurilor unui IFS format din n funcţii şi � i(!1!2:::!m!m+1:::) =
i!1!2:::!m!m+1::: pentru orice !1!2:::!m!m+1::: 2 �. Perechea (K; (fi)i2f1;2;:::;Ng)
se numeşte sistem topologic auto-similar. El a ridicat urm¼atoarea întrebare:
dat un sistem topologic auto-similar (K; (fi)i2f1;2;:::;Ng), exist¼a o metric¼a pe
K compatibil¼a cu topologia de pe K astfel încât toate funçtiile fi s¼a �e con-
traçtii în raport cu aceast¼a metric¼a? R¼aspunsul a�rmativ la întrebarea lui
Kameyama în cazul muļtimilor auto-similare generate de transform¼ari a�ne
ale lui Rm dat de R. Atkins, M. Barnsley, A. Vince şi D. Wilson (vezi [1]) a
fost extins de R. Miculescu şi A. Mihail (vezi [42]) prin înlocuirea lui Rm cu
un spa̧tiu Banach arbitrar (X; k:k) şi a muļtimii f1; 2; :::; Ng cu o muļtime
arbitrar¼a I. Vezi de asemenea [43] şi [44].
Continuând direçtia de cercetare prezentat¼a anterior, introducem no̧ti-

unea de sistem iterativ de funçtii, generalizat, posibil in�nit, constituit din
funçtii a�ne (pe scurt AGIIFS). Vom îmbun¼at¼a̧ti rezultatele prezentate an-
terior prin justi�carea faptului c¼a, pentru un astfel de sistem S, urm¼atoarele
a�rma̧tii sunt echivalente:
a) S este hiperbolic (vezi De�ni̧tia 3.3).
b) Exist¼a o funçtie de compara̧tie ' astfel încât S este '-hiperbolic (vezi

De�ni̧tia 3.4).
c) S are atractor (vezi De�ni̧tia 3.7).
d) S este strict topologic contractiv (vezi De�ni̧tia 3.9).
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e) S este uniform punctual �brat (vezi De�ni̧tia 3.5).
f) lim

n!1
max
�2n


n
p
kA�k < 1 (vezi De�ni̧tia 3.2).

Aşa cum am meņtionat anterior, acest rezultat le generalizeaz¼a pe cele
din [1], [42] şi [76].
În plus, prezent¼am dou¼a corolarii care furnizeaz¼a a�rma̧tii echivalente cu

cele de mai sus.

Sisteme iterative de funçtii, generalizate, posibil in�nite, con-
stituite din funçtii a�ne

De�ni̧tia 3.1. Dat un spaţiu Banach (X; k:k), o familie de funcţii
(fi)i2I , unde fi : Xm ! X, se numeşte m¼arginit¼a dac¼a [

i2I
fi(B) este m¼arginit¼a

pentru orice submulţime m¼arginit¼a B a lui Xm.

De�ni̧tia 3.2. Un sistem iterativ de funcţii, generalizat, posibil in-
�nit, constituit din funcţii a�ne (pe scurt AGIIFS), de ordin m 2 N�,
este o pereche S = ((X; k:k); (fi)i2I), unde (X; k:k) este un spaţiu Banach
(fi)i2I este o familie de funcţii m¼arginit¼a cu proprietatea c¼a pentru orice
i 2 I, exist¼a bi 2 X şi un operator liniar m¼arginit Ai : Xm ! X ast-
fel încât fi = Ai + bi. Funcţia FS : (Pb;cl(X))

m ! Pb;cl(X), dat¼a de
FS(B1; :::; Bm) = [

i2I
fi(B1; :::; Bm) pentru orice (B1; :::; Bm) 2 (Pb;cl(X))

m,

se numeşte operatorul fractal asociat sistemului S.

Remarca 3.1. M¼arginirea familiei de funcţii (fi)i2I care apare în de�niţia
de mai sus este echivalent¼a cu m¼arginirea mulţimilor fbi j i 2 Ig şi fkAik j
i 2 Ig.

Dat un AGIIFS S = ((X; k:k); (fi)i2I) de ordin m 2 N� şi n 2 N�, intro-
ducem un nou AGIIFS (de ordin mn) Sn := ((X; d); (f�)�2n
). S¼a remarc¼am
c¼a FSn : (Pb;cl(X))

mn ! Pb;cl(X) este dat de

FSn(B1; :::; Bm) = [
�2n


f�(B1; :::; Bm),

pentru orice (B1; :::; Bm) 2 Xn.

De�ni̧tia 3.3. Un AGIIFS S = ((X; k:k); (fi)i2I) se numeşte contractiv
dac¼a exist¼a C 2 [0; 1) astfel încât kAik � C pentru orice i 2 I. Un astfel de
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sistem se numeşte hiperbolic dac¼a exist¼a o norm¼a kj:jk pe X echivalent¼a cu
k:k astfel încât AGIIFS-ul ((X; kj:jk); (fi)i2I) este contractiv.

De�ni̧tia 3.4. Dat¼a o funcţie de comparaţie ' : [0;1) ! [0;1),
spunem c¼a AGIIFS-ul S = ((X; k:k); (fi)i2I) este '-contractiv dac¼a fi este
'-contracţie generalizat¼a pentru orice i 2 I., Un astfel de sistem se numeşte
'-hyperbolic dac¼a exist¼a o norm¼a kj:jk pe X echivalent¼a cu k:k astfel încât
AGIIFS-ul ((X; kj:jk); (fi)i2I) este '-contractiv.

Remarca 3.2. Clasa AGIIFS-urilor contractive este o subclas¼a a clasei
AGIIFS-urilor '-contractive.
Într-adev¼ar, dac¼a AGIIFS-ul S = ((X; k:k); (fi)i2I) este contractiv (̧si

C 2 [0; 1) este astfel încât kAik = lip(fi) � C pentru orice i 2 I), atunci
el este de asemenea '0-contractiv, unde '0 : [0;1) ! [0;1) este dat¼a de
'0(t) = Ct pentru orice t 2 [0;1).

De�ni̧tia 3.5. Un AGIIFS S = ((X; k:k); (fi)i2I) (de ordin m) se
numeşte punctual �brat dac¼a pentru orice � = �1�2:::�i�i+1::: 2 
 exist¼a
x� 2 X astfel încât lim

n!1
f�1�2:::�n(y; :::; y) = x� pentru orice y 2 X. Un ast-

fel de sistem se numeşte uniform punctual �brat dac¼a este punctual �brat şi
pentru orice submulţime m¼arginit¼a B a lui X şi orice " > 0 exist¼a nB;" 2 N
având proprietatea c¼a kf�1�2:::�n(x1; :::; xmn)� x�k < " pentru orice n 2 N,
n � nB;", x1; :::; xmn 2 B şi � = �1�2:::�i�i+1::: 2 
.

De�ni̧tia 3.6. Spunem c¼a AGIIFS-ul S = ((X; k:k); (fi)i2I) are atractor
dac¼a exist¼a un (unic) element A 2 Pb;cl(X) astfel încât:
i)

FS(A; :::; A) = A;

ii)
lim
k!1

F
[k]
S (B; :::; B) = A,

pentru orice B 2 Pb;cl(X).

De�ni̧tia 3.7. Dat un spaţiu normat (X; k:k), vom numi corp convex o
mulţime convex¼a din Pb;cl(X) care are interiorul nevid.

De�ni̧tia 3.8. Un AGIIFS S = ((X; k:k); (fi)i2I) se numeşte topologic
contractiv dac¼a exist¼a un corp convex K al lui X astfel încât

FS(K; :::;K) �
�
K.
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Un astfel de sistem se numeşte strict topologic contractiv dac¼a exist¼a un
corp convex K al lui X având proprietatea c¼a

�k:k(FS(K; :::;K); X rK) > 0,

unde �k:k(A;B) = inf
a2A;b2B

ka� bk pentru orice A şi B submulţimi ale lui

(X; k:k).

Dac¼a �k:k(A;B) > 0, undeA şiB submuļtimi ale spa̧tiului normat (X; k:k),
atunci A �

�
X rB (vezi [42]).

Remarca 3.3. Dac¼a K este un corp convex, atunci K�K este o vecin¼a-
tate m¼arginit¼a, balansat¼a şi convex¼a a lui 0.

De�ni̧tia 3.9 (vezi [1]). Dat un spaţiu normat X, un corp convex central
simetric K al lui X şi k:kK norma Minkowski asociat¼a lui K, de�nim
metrica Minkowski pe X prin regula dK(x; y) = kx� ykK.

S¼a remarc¼am c¼a K reprezint¼a bila unitate în raport cu k:kK .

Propozi̧tia 3.1 (vezi Propozi̧tia 5.6 din [1]). Dat un spaţiu normat
(X; k:k) şi un corp convex K al lui X, dK şi metrica dE, descris¼a de regula
dE(x; y) = kx� yk, sunt echivalente.

Rezultatele principale

Teorema 3.1. Dat un AGIIFS S, urm¼atoarele a�rmaţii sunt echivalente:
1. S este hiperbolic.
2. Exist¼a o funcţie de comparaţie ' astfel încât S este '-hiperbolic.
3. S are atractor.
4. S este strict topologic contractiv.
5. S este uniform punctual �brat.
6. lim

n!1
max
�2n


n
p
kA�k < 1.

7. Exist¼a n 2 N� astfel încât max
�2n


n
p
kA�k < 1.

Corolar 3.1. În cazul în care pentru AGIIFS-ul S = ((X; k:k); (fi)i2I)
avem bi = 0 (i.e. S este constituit din funcţii liniare, urm¼atoarele a�rmaţii
sunt echivalente:
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1. S este hiperbolic.
2. Exist¼a o funcţie de comparaţie ' astfel încât S este '-hiperbolic.
3. A = f0g este atractorul lui S.
4. S este strict topologic contractiv.
5. S este uniform punctual �brat.
6. lim

n!1
max
�2n


n
p
kA�k < 1.

Corolar 3.2. Pentru orice AGIIFS S = ((X; k:k); (fi)i2I), urm¼atoarele
a�rmaţii sunt echivalente::
1. Exist¼a n 2 N� astfel încât Sn este hiperbolic.
2. Exist¼a n 2 N� şi o funcţie de comparaţie ' astfel încât Sn este '-

hiperbolic.
3. Exist¼a n 2 N� astfel încât Sn are atractor.
4. S are atractor.
5. Exist¼a n 2 N� astfel încât Sn este strict topologic contractiv.
6. lim

n!1
max
�2n


n
p
kA�k < 1.

Remarca 3.4. Condiţiile echivalente din cele dou¼a corolarii sunt de
asemenea echivalente cu cele din Teorema 3.1.

Exemplul 1. Fie T : c0 ! c0 operatorul liniar dat de

T ((xn)n2N) = ((1�
1

n+ 2
)xn)n2N,

pentru orice (xn)n2N 2 c0
def
= f(xn)n2N � R j lim

n!1
xn = 0g, unde c0 este

înzestrat cu k:k1.
Fie S = ((c0; k:k1 ); f) un GIFS de ordin 2, unde f : (c0)2 ! c0 este dat¼a

de
f((xn)n2N; (yn)n2N) =

1

2
T ((xn)n2N) +

1

2
T ((yn)n2N),

pentru orice (xn)n2N; (yn)n2N 2 c0.
S este topologic contractiv dar nu este strict topologic contractiv şi nu

este uniform punctual �brat dar este punctual �brat şi � : 
! c0 este 0.

Exemplul 2. Fie (X; k:k) spa̧tiu Banach şi T : X ! X astfel încât
exist¼a m 2 N� cu proprietatea c¼a m kTk < 1. Fie de asemenea (ai)i2I o
familie m¼arginit¼a de elemente din X.
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Vom considera GIIFS-ul S = ((X; k:k); (fi)i2I) de ordin m, unde fi :
Xm ! X este dat de

fi(x1; :::; xm) = T (x1) + :::+ T (xm) + ai,

pentru orice x1; :::; xm 2 X. Pentru n 2 N�, avem c¼a

f�1�2:::�n(x1; :::; xmn) =

mnX
i=1

T n(xi) +

nX
l=1

T l�1(

ml�1X
j=1

a�l;j),

pentru orice �1�2:::�n 2n 
, x1; :::; xmn 2 X şi

�(�) =
X
l�1

T l�1(
ml�1X
j=1

a�l;j),

pentru orice � 2 
.
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CAPITOLUL IV

GIIFS-uri CONSTITUITEDINTR-OMULŢIME
FINIT¼A DE ELEMENTE
Acest capitol este dedicat cazului în care GIIFS-ul este constituit dintr-un

num¼ar �nit de elemente. În acest sens vom prezenta dou¼a tematici, anume
vom studia astfel de sisteme constituite din funçtii a�ne de�nite pe spa̧tii
normate �nit dimensionale şi vom prezenta un nou algoritm pentru generarea
imaginii atractorului unui astfel de sistem ( care se bazeaz¼a pe [46]).

Sisteme iterative de funçtii, generalizate şi posibil in�nite, con-
stituite dintr-un num¼ar �nit de funçtii a�ne de�nite pe spa̧tii nor-
mate �nit dimensionale

În cazul în care AGIIFS-ul S = ((X; k:k); (fi)i2I) are proprietatea c¼a
I este �nit¼a şi X este �nit dimensional, lista a�rma̧tiilor echivalente din
rezultatele anterioare poate � l¼argit¼a aşa cum arat¼a Teorema 4.2.

De�ni̧tia 4.1. Un AGIIFS S = ((X; k:k); (fi)i2I), astfel încât (X; k:k)
este �nit dimensional şi I este �nit¼a, se numeşte Meir-Keeler dac¼a fi este
Meir-Keeler pentru orice i 2 I. Un astfel de sistem se numeşte Meir-
Keeler hiperbolic dac¼a exist¼a o norm¼a kj:jk pe X astfel încât AGIIFS-ul
((X; kj:jk); (fi)i2I) este Meir-Keeler.

De�ni̧tia 4.2. Dat un spaţiu normat X de dimensiune m 2 N�, un corp
convex K din X şi u 2 Sm�1 - sfera unitate din X -, de�nim

Au := Au(K) = f(p; q) 2 (Hu \ @K)� (H�u \ @K)g

şi

A := A(K) = [
u2Sm�1

Au,

unde perechea (Hu; H�u) este constituit¼a din hiperplanele perpendiculare pe
u.
Spunem c¼a (p; q) este o pereche de puncte antipodale în raport cu K dac¼a

(p; q) 2 A.
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De�ni̧tia 4.3. Dat un spaţiu normat (X; k:k), m 2 N� şi un corp con-
vex K, o funcţie f : Xm ! X se numeşte non-antipodal¼a în raport cu
K dac¼a (f(x1; :::; xm); f(y1; :::; ym)) =2 A(K) atunci când f(K; :::K) � K
şi ((x1; :::; xm); (y1; :::; ym)) 2 A(Km). Un AGIIFS S = ((X; k:k); (fi)i2I),
astfel încât (X; k:k) este �nit dimensional şi I este �nit¼a, se numeşte non-
antipodal dac¼a fi este non-antipodal¼a în raport cu un corp convex K pentru
orice i 2 I.

De�ni̧tia 4.4. Dat un spaţiu normat X de dimensiune m 2 N�, un corp
convex K al lui X şi u 2 Sm�1 - sfera unitate din X -, de�nim diametrul
lui K în direcţia u astfel:

D(u) = maxfkx� yk2 j x; y 2 K astfel încât

exist¼a � 2 R cu proprietatea c¼a x� y = �ug.

Remarca 4.1. Maximul din de�niţia anterioar¼a este atins pentru o
pereche de puncte aparţinând @K -bordul topologic al lui K- deoarece K�K
este convex¼a şi compact¼a şi k:k2 este continu¼a.

De�ni̧tia 4.5. Dat un spaţiu normat X de dimensiune m 2 N�, un
corp convex K al lui X şi u 2 Sm�1 - sfera unitate din X -, de�nim Du =
f(p; q) 2 @K � @K j D(u) = kq � pk2g şi D = [

u2Sm�1
Du. Spunem c¼a

(p; q) 2 Du este o pereche de puncte diametrale în direcţia lui u şi c¼a D este
mulţimea de perechi de puncte diametrale ale lui K.

Teorema 4.1 (vezi [1]). Dat un spaţiu normat �nit dimensional X şi un
corp convex K al lui X, mulţimea perechilor de puncte antipodale ale lui K
coincide cu mulţimea perechilor de puncte diametrale K, i.e. A = D.

Theorema 4.2 . Dat un AGIIFS S = ((X; k:k); (fi)i2I) astfel încât
(X; k:k) este �nit dimensional şi I este �nit¼a, urm¼atoarele a�rmaţii sunt
echivalente:
1. S este hiperbolic.
2. Exist¼a o funcţie de comparaţie ' astfel încât S este '-hiperbolic.
3. S are atractor.
4. S este strict topologic contractiv.
5. S este uniform punctual �brat.
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6. S este topologic contractiv.
7. S este Meir-Keeler hiperbolic.
8. S este non-antipodal.

Exemplul. Fie S = ((R2; k:k2); f) un GIFS de ordin 2, unde f : (R2)2 !
R2 este dat¼a de

f(x; y) = B(x+ y),

pentru orice x; y 2 R2, cu B = ( 0 1
1
16

0
). În k:k2, S nu este contractiv, dar

este uniform punctual �brat, deci exist¼a o norm¼a în care s¼a �e contractiv
(conform Teoremei 4.2).

Un nou algoritm pentru generarea imaginii atractorului unui
sistem generalizat iterativ de funçtii, generalizat şi posibil in�nit,
care este constituit dintr-un num¼ar �nit de funçtii

În [23], Strobin şi colaboratorii s¼ai prezint¼a patru algoritmi pentru gener-
area imaginii atractorului unui sistem generalizat iterativ de funçtii posibil
in�nit care este constituit dintr-un num¼ar �nit de funçtii, unul dintre ei �ind
cel deterministic.
În aceast¼a seçtiune prezent¼am un nou algoritm (numit algoritmul cu gril¼a)

pe care îl vom compara cu cel deterministic. Rezultatele se bazeaz¼a pe lu-
crarea [46].
Algoritmul deterministic const¼a în alegerea unei muļtimi �nite de puncte

c¼areia i se aplic¼a funçtiile constitutive ale sistemului, ob̧tinându-se astfel o
nou¼a muļtime. Fiec¼aruia dintre aceste noi puncte i se aplic¼a din nou funçtiile
constitutive ale sistemului. Continuând acest procedeu ne vom apropia de
atractorul sistemului.
Ideea principala a algoritmului cu gril¼a este de a simpli�ca algoritmul

deterministic prin divizarea, la �ecare pas, a spa̧tiului în care lucr¼am, în
subspa̧tii mici şi de a alege, în �ecare dintre ele, un singur punct.

I. Prezentarea algoritmilor

Pentru (x1; ::::; xM) 2 RM , vom folosi urm¼atoarea nota̧tie:

[(x1; ::::; xM)] = ([x1]; ::::; [xM ]).

30



În cele ce urmeaz¼a

S = (([0; D]M ; d); ff1; :::; fLg),

unde L;M 2 N şi d este distaņta euclidian¼a pe RM , va � un GIIFS de ordin

p � 2 (deci fi : ([0; D]M)p ! [0; D]M pentru orice i 2 f1; :::; Lg) constituit
din contraçtii.

Vom folosi urm¼atoarele nota̧tii:
� maxflip(f1); :::; lip(fL)g

not
= C < 1

� � = pM .
Vom considera urm¼atoarele funçtii:
� FS : (Pcp([0; D]M))p ! Pcp([0; D]

M) descris¼a de

FS(K1; :::; Kp) = f1(K1; :::; Kp) [ ::: [ fL(K1; :::; Kp),

pentru orice K1; :::; Kp 2 Pcp([0; D]M)

� GS : Pcp([0; D]M)! Pcp([0; D]
M) descris¼a de

GS(K) = FS(K; :::;K),

pentru orice K 2 Pcp([0; D]M).

� (nk)k2N� un şir de numere naturale.
Pentru o muļtime �nit¼aK0 2 Pcp([0; D]M), vom folosi urm¼atoarele nota̧tii:
� Ak

not
= G

[k]
S (K0), unde k 2 N

�
�
Ak

not
= f D

nk
[nk
D
fl(u1; :::; up)] j u1; :::; up 2

�
Ak�1, l 2 f1; :::; Lgg,unde k 2 N�

şi
�
A0 = K0

� D
p
M

nk

not
= "k,unde k 2 N.

S¼a reamintim algoritmul deterministic pentru generarea imaginii atrac-
torului unui GIIFS constituit dintr-o familie �nit¼a de contraçtii (vezi [23]).

Programul pseudocod pentru algoritmul deterministic

Read initially de�ned objects: constants: L;M , �nite set: K0 2 Pcp([0; D]M),
mappings: f1; :::; fL, variables: k;D0.
Initial values: D0 := K0.
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For k from 1 to m� 1
D1 := GS(D0)
D0 := D1.

Print Dm.

Programul pseudocod pentru algoritmul cu gril¼a

Read initially de�ned objects: constant: L; M , �nite set: K0 2 Pcp([0; D]M),
mappings: f1; :::; fL, sequence: (nk)k, variables: k;D0.
Initial values: D0 := K0.

For k from 1 to m� 1
D1 := f Dnk [

nk
D
fl(u1; :::; up)] j u1; :::; up 2 D0; l 2 f1; :::; Lgg

D0 := D1.
Print Dm.

II. Complexitatea celor doi algoritmi

A. Complexitatea algoritmului deterministic este descris¼a de funcţia Cc :
(0;1)! R dat¼a de

Cc(") = (x0L
1

p�1 )(
1
"
)
log 1

C
(p)

,

pentru orice " > 0.

B. Cazul algoritmului cu gril¼a

Vom nota cu yk num¼arul punctelor calculate pân¼a la pasul k în cadrul
algoritmului cu gril¼a. Deoarece yk+1 � L(nk)

� pentru orice k 2 N�, pân¼a

la pasul N , trebuie s¼a calcul¼am cel mult L
NP
k=1

(nk)
� = L(D

p
M)�

NP
k=1

( 1
"k
)�

puncte. Avem

h(
�
Ak; AS) � "k + C"k�1 + C2"k�2 + :::+ Ck�2"2 + Ck�1"1 + CkD

p
M ,

pentru orice k 2 N�.

Prin urmare suntem conduşi la urm¼atoarea problem¼a: pentru N şi " > 0
astfel încât

"

cN
�D

p
M > 0, s¼a se determinam într-o prima etapa minimul

funçtiei f : [0;1)N ! [0;1) dat¼a de

f("1; :::; "N) =
NX
k=1

(
1

"k
)�,
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pentru orice "1; :::; "N 2 [0;1), cu leg¼atura

"N + C"N�1 + C
2"N�2 + :::+ C

N�2"2 + C
N�1"1 + C

ND
p
M = "

si apoi sa alegem un N care sa minimizeze valoarea obtinuta.

Complexitatea algoritmului cu gril¼a este descris¼a de funçtia Cg : (0;1)!
R dat¼a de

Cg(") = (
1

"
)pM(1� C

�
�+1 )���1.

Remarca 4.2. Algoritmul cu gril¼a este mai e�cient decât cel determin-
istic deoarece

lim
"!0
">0

Cg(")
Cc(")

= lim
"!0
">0

(1
"
)pM

(x0L
1

p�1 )(
1
"
)
log 1

C
(p)
= 0.

Exemplu

În aceast¼a seçtiune vom prezenta unul dintre exemplele din teza. Meņtion¼am
c¼a am considerat nk = k2.
Fie S = (([0; 1]2; d); ff1; f2g), unde, pentru x = (x1; y1) şi y = (x2; y2),

avem

f1(x; y) = (0; 5x1 � 0; 5y1 + 0; 001x2 + 0; 45; 0; 5x1 + 0; 5y1 + 0; 001y2 � 0; 05)

şi

f2(x; y) = (0; 2x1 + 0; 01x2 + 0; 14y2 + 0; 147; 0; 2y1 + 0; 01y2 + 0; 105).

Figura 1 este ob̧tinut¼a utilizând algoritmul deterministic, iar �gura 2 este
ob̧tinut¼a utilizând algoritmul cu gril¼a.
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Figura 1

Ambii algoritmi au rulat timp de doua minute. Cel deterministic a par-
curs cinci paşi iar cel cu gril¼a 22 de paşi.
Figura 1 este constituit¼a din 22

5
= 4294967296 puncte, iar �gura 2 din

aproximativ 217800 de puncte.
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Figura 2
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