
Universitatea Naµional�a de �tiinµ�a ³i Tehnologie Politehnica Bucure³ti

Centrul Universitar Pite³ti

�coala Doctoral�a Interdisciplinar�a - Domeniul Matematic�a

Str. Târgul din Vale nr. 1

110040 Pite³ti, România

Integralele Choquet ³i Sugeno. Teorie ³i

aplicaµii.

The Choquet and Sugeno integrals. Theory and Applications.

Student doctorand Irina - M�ad�alina MANEA (GIURGESCU)

Adres�a de e-mail: madalina_giurgescu@yahoo.com

Rezumatul tezei de doctorat

Sub îndrumarea Prof. dr. Mirela �TEF�ANESCU ³i a Prof. dr. Ion

CHI�ESCU

Pite³ti, 2023



Cuprins

Introducere 5

1 Preliminarii 8

1.1 M�asuri generalizate . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8

1.1.1 Noµiuni teoretice generale . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8

1.1.2 Funcµii m�asurabile. Spaµii m�asurabile . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11

1.2 Integrala Choquet . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12

1.3 Integrala Sugeno . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14

2 Aplicaµie în economie a integralei Choquet: În c�autarea Investitorilor Virtu-

ali 16

2.1 Introducere . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16

2.2 Rezultate . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17

2.2.1 Set�ari Generale . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17

2.2.2 Prospectarea Investitorilor Virtuali . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17

2.2.3 Caz Numeric ³i Concluzii . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18

3 Aplicaµii în psihologie ale integralei Choquet 25

3.1 Deschiderea . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26

3.1.1 Determinarea unei m�asuri ³i utilizarea ei pentru a a�a nivelul de De-

schidere al subiecµilor . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26

3.1.2 Utilizarea mai multor m�asuri cunoscute pentru a a�a nivelul de De-

schidere al subiecµilor . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30

3.2 Anxietatea . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32

3.2.1 Folosind mai multe m�asuri monotone cunoscute pentru a a�a nivelul de

Anxietate al subiecµilor . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33

3.2.2 Determinarea unei m�asuri ³i utilizarea ei pentru a a�a nivelul de Anxietate

al subiecµilor . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38

2



4 Calculul aproximativ al integralei Sugeno 45

4.1 Rezultate generale . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 45

4.2 Funcµii Simple Pozitive, Funcµii Elementare Pozitive ³i Integralele lor Sugeno . 47

4.3 Metode în Doi Pa³i pentru Calcularea Integralelor Sugeno . . . . . . . . . . . . 48

4.3.1 Notaµii ³i Estim�ari Uni�cate . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 48

4.3.2 Calcul folosind Metoda Simpl�a în Doi Pa³i . . . . . . . . . . . . . . . . . 51

4.3.3 Calcul folosind Teorema de Convergenµ�a Iterat�a . . . . . . . . . . . . . . 52

4.3.4 Remarci referitoare la Metoda în Doi Pa³i în cazul Funcµiilor M�arginite.

Reducerea Calculului . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 53

4.3.5 Aplicaµia Final�a . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 55

Concluzii 59

Dezvolt�ari viitoare 60

Bibliogra�e 61



4 Irina - M�ad�alina Giurgescu (Manea)

Cuvinte ³i fraze cheie: M�asuri monotone, M�asuri nonaditive, Funcµii m�asurabile,

Integrale nonlineare, Integrala Choquet, Integrala Sugeno, Limita unei secvenµe gener-

alizate, Calcul aproximativ, Fuziune de date, Instrument de agregare, Problema invers�a

a fuziunii de informaµii, Exploatarea datelor, Deschidere, Anxietate, Modelul BigFive,

EEG, HighAlpha, HighBeta, LowAlpha, LowBeta, Delta, MidGamma, NeuroSky, Unde,

Investitor virtual.

2020 Clasi�carea disciplinelor de matematic�a (Mathematics Subject Classi�-

cation): 03E72, 28A25, 28E10, 94D05



Introducere

Obiectivul general. Scopul acestei teze de doctorat este de a dezvolta noi direcµii

pentru aplicaµiile teoriei m�asurii generalizate, numit�a ³i teoria fuzzy, folosind integralele

Choquet ³i Sugeno.

Consideraµii generale. Teoria m�asurii este o ramur�a a analizei matematice care

studiaz�a m�asurile, funcµiile m�asurabile ³i integralele. O m�asur�a este o funcµie care aso-

ciaz�a un num�ar unei submulµimi a unei mulµimi date. Aceast�a noµiune a fost dezvoltat�a

datorit�a necesit�aµii de a efectua integrarea pe mulµimi arbitrare, ³i nu doar pe intervalele

reale pe care se integra de obicei.

Teoria m�asurii generalizat�a a ap�arut din teoria clasic�a a m�asurii prin procesul de

generalizare(vezi [4], [11], [17], [20], [39], [40], [48], [55], [56], [63], [64]). M�asurile clasice

sunt funcµii pe mulµimi nonegative cu valori reale, �ecare de�nit�a pe o clas�a speci�c�a de

submulµimi ale unei mulµimi universale date, care satisfac anumite cerinµe axiomatice.

Una dintre aceste cerinµe, crucial�a pentru m�asurile clasice, este cunoscut�a sub numele

de cerinµa aditivit�aµii. Aceast�a cerinµ�a este, în principiu, ca m�asura reuniunii (�nit�a

sau in�nit�a num�arabil�a) a oric�arei familii recunoscute de mulµimi care sunt disjuncte

în perechi, s�a �e egal�a cu suma m�asurilor mulµimilor individuale din reunire. În teoria

m�asurii generalizate, cerinµa de aditivitate este înlocuit�a cu o cerinµ�a considerabil mai

slab�a. Orice funcµie de�nit�a pe o mulµime cu valoari reale µ dintr-o clas�a dat�a de mulµimi

care 'dispare' pe mulµimea vid�a (a.î. µ (∅) = 0 este acceptat�a în teoria m�asurii general-

izate ca m�asur�a (vezi[64]). O ramur�a crucial�a a teoriei m�asurii generalizate o reprezint�a

integralele nonlineare. Cele mai semni�cative integrale nonlineare sunt integrala Cho-

quet ³i integrala Sugeno(vezi [3], [5], [6], [13], [16], [18], [19], [27], [33], [43], [64], [65]).

În literatura de specialitate, anumiµi matematicieni folosesc denumirile: teoria fuzzy,

m�asuri fuzzy sau de integrale fuzzy.

Motivaµia studiului prezentat în aceast�a tez�a este dat�a de faptul c�a teoria fuzzy ³i

integralele fuzzy au o aplicabilitate foarte mare într-o varietate de domenii. În ultimii

ani, mulµi matematicieni au fost interesaµi s�a g�aseasc�a diverse aplicaµii ale teoriei fuzzy

5
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³i ale integralelor fuzzy.

În consecinµ�a, am ales ca zon�a de studiu pentru aceast�a tez�a, m�asurile generalizate

³i integralele Choquet ³i Sugeno, tratate din punct de vedere al teoriei ³i al aplicaµiilor.

Am ales domeniul economic, mai precis piaµa de capital. Am ales acest domeniu,

deoarece nu este su�cient acoperit în literatura de specialitate din punctul de vedere al

teoriei fuzzy.

Am creat un nou model matematic de decizie, bazat pe teoria fuzzy, mai precis

integrala Choquet (vezi[12]).

Modelul nostru matematic poate � utilizat în diverse situaµii de decizie, în diverse

domenii ale economiei.

Un alt domeniu ales de noi a fost cel al psihologiei, care nu este su�cient acoperit în

literatura de specialitate din punctul de vedere al teoriei fuzzy. Un alt motiv pentru care

am ales psihologia este acela c�a este un domeniu vast, în care cercetarea este continu�a,

iar neuro³tiinµa este în continu�a dezvoltare.

Am dezvoltat câteva modele matematice bazate pe teoria fuzzy în domeniul psiholo-

giei. Mai precis, am folosit integrala Choquet pentru a determina nivelul de deschidere

(vezi [23], [24] ³i [26]) ³i nivelul de anxietate (vezi [14] ³i [25]) pentru anumiµi subiecµi

voluntari utilizaµi în procesul nostru de cercetare.

Nu în ultimul rând, am ales domeniul calculului aproximativ, deoarece acesta fus-

ese deja abordat pentru integrala Choquet (vezi[9]). Scopul nostru principal a fost s�a

furniz�am anumite proceduri practice pentru calculul aproximativ (cu precizie prealo-

cat�a) al integralei Sugeno a unei funcµii m�asurabile pozitive generale care respect�a o

m�asur�a generalizat�a monoton�a (vezi[10]). În acest scop, folosim metodele noastre în doi

pa³i (metoda simpl�a în doi pa³i ³i metoda topologic�a folosind teorema de convergenµ�a

iterat�a).Metodele menµionate mai sus reduc calculul general la calcul binecunoscut în

cazul �nit discret, care poate � realizat cu metode asistate de calculator.

Descrierea tezei. Aceast�a tez�a este dedicat�a studiului de noi direcµii ale aplicaµiilor

teoriei m�asurii generalizate, folosind integralele Choquet ³i Sugeno.

Direcµiile studiate de noi sunt: teoria deciziei, aplicaµii în domeniul Data Mining

(instrument de fuziune) ³i calcul aproximativ, în urm�atoarele domenii: piaµa de capital

ca domeniu speci�c al economiei, psihologiei ³i calculelor matematice.

În zona pieµei de capital am colaborat cu o companie din domeniu, numit�a Con�dent

Invest.

În domeniul psihologiei am colaborat cu psihologii Institutului de Studii, Cercetare,

Dezvoltare ³i Inovare al Facult�aµii Titu Maiorescu din Bucure³ti, precum ³i cu speciali³ti
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ai Academiei Tehnice Militare din Bucure³ti.

În Capitolul 1, intitulat Preliminarii, menµion�am notaµii ³i terminologii folosite în

aceast�a tez�a. Mai exact, introducem principalele concepte legate de Teoria M�asurii Gen-

eralizate, cele mai importante �ind legate de m�asurile generalizate, integralele nonliniare

Choquet ³i Sugeno.

Capitolul 2, intitulatAplicaµie în economie a integralei Choquet: În c�autarea

Investitorilor Virtuali, este dedicat studiului unui nou model matematic de decizie

bazat pe teoria fuzzy, mai precis integrala Choquet, într-o anumit�a ramur�a a economiei,

mai exact, în piaµa de capital. Introducem o metoda de selectare a celor mai probabili

viitori clienµi investitori (investitori virtuali) ai unei companii de brokeraj din piaµa de

capital.

Rezultatele prezentate în acest capitol pot � g�asite în [12].

În Capitolul 3, intitulat Aplicaµii în psihologie ale integralei Choquet, este

dedicat studiului bazat pe teoria fuzzy, mai precis integrala Choquet, în psihologie. Mai

exact, introducem câteva modele matematice care descriu modul în care sunt procesate

undele de tip EEG pentru a caracteriza nivelul de Deschidere ³i nivelul de Anxietate.

Rezultatele pentru Deschidere pot � g�asite în [23], [24], [26] ³i pentru Anxietate în

[14], [25].

Capitolul 4, intitulat Calculul aproximativ al integralei Sugeno, este dedicat

studiului unei proceduri practice pentru calcularea aproximativ�a (cu precizie preasig-

nat�a) a integralei Sugeno a unei funcµii m�asurabile pozitive generale care respect�a o

m�asur�a generalizat�a monoton�a. În acest scop, folosim metodele noastre în doi pa³i

(metoda simpl�a în doi pa³i ³i metoda topologic�a folosind teorema de convergenµ�a it-

erat�a). Metodele menµionate mai sus reduc calculul general la calcul binecunoscut în

cazul �nit discret, care poate � realizat cu metode asistate de calculator.

Rezultatele acestui capitol au fost publicate în [10].



Chapter 1

Preliminarii

În acest capitol, prezent�am notaµiile ³i noµiunile teoretice utilizate în aceast�a tez�a. Intro-

ducem principalele concepte legate de Teoria M�asurii Generalizate, cele mai importante

�ind legate de m�asurile generalizate, integralele nonliniare Choquet ³i Sugeno.

1.1 M�asuri generalizate

Considerând o mulµime nevid�a T ³i o clas�a de mulµimi F ⊂ P(T ) astfel încât ∅ ∈ F,

spunem c�a funcµia µ : F → R+ este o m�asur�a generalizat�a (sau o m�asur�a monoton�a)

dac�a are urm�atoarele propriet�aµi:

1. µ(∅) = 0

2. µ(A) ≤ µ(B), unde A,B ∈ F ³i A ⊂ B.

1.1.1 Noµiuni teoretice generale

Prin N înµelegem mulµimea {0, 1, 2, · · · } ³i prin N∗ înµelegem N∖ {0}. Folosim notaµiile:

R+ = [0,∞), R+ = [0,∞] = R+ ∪ {∞}.

De�niµia 1.1. Clasa tuturor submulµimilor lui X se nume³te mulµimea parµilor lui X, ³i

se noteaz�a P(X) a.î. P(X) = {A|A ⊂ X}.(vezi[64])

De�niµia 1.2. Dac�a E este o mulµime, mulµimea acelor elemente ale lui X care nu sunt

în E se nume³te complementara lui E. Se noteaz�a E.(vezi[64])

De�niµia 1.3. O clas�a nevid�a R se nume³te inel dac�a ³i numai dac�a ∀ E, F ∈ R,

E∪F ∈ R ³i E-F ∈ R.(vezi[64])

8
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De�niµia 1.4. O clas�a nevid�a R se nume³te algebr�a dac�a ³i numai dac�a ∀ E, F ∈ R

avem E∪F ∈ R, E − F ∈ R ³i E ∈ R.(vezi[64])

Teorema 1.1.[vezi[64]] O algebr�a este un inel care îl conµine pe X ³i invers, un inel care

îl conµine pe X este o algebr�a.

Propoziµia 1.1.[vezi[64]] Dac�a R este un inel, atunci R ∪ {E|E ∈ R} este o algebr�a.

De�niµia 1.5. O clas�a nevid�a F se nume³te σ-inel dac�a ³i numai dac�a ∀E,F ∈ F avem

E − F ∈ F ³i ∀Ei ∈ F, i = 1, 2, . . . avem
⋃∞

i=1 Ei ∈ F.(vezi[64])

De�niµia 1.6. O σ-algebr�a (sau σ-câmp) este un σ-inel care îl conµine pe X.(vezi[64])

Propoziµia 1.2.[vezi[64]] Dac�a F este un σ-inel, atunci F∪{E|E ∈ F} este o σ-algebr�a.

Fie X o mulµime nevid�a ³i �e C o clas�a nevid�a de submulµimi ale lui X. Fie µ : C→
[0,∞] o funcµie nenegativ�a extins�a cu valoari reale.

Facem urm�atoarele acorduri(vezi[64]):

0×∞ = ∞× 0 = 0

1

∞
= 0

∞−∞ = 0∑
i∈∅

ai = 0, unde{ai}este o secvenµ�a de numere reale .

De�niµia 1.7. Funcµia µ : C → [0,∞] se nume³te m�asur�a generalizat�a pe (X,C) dac�a

³i numai dac�a µ(∅) = 0 când ∅ ∈ C.(vezi [64])

De�niµia 1.8. Funcµia µ : C → [0,∞] se nume³te m�asur�a monoton�a pe (X,C) dac�a ³i

numai dac�a satisface urm�atoarele cerinµe(vezi[64]):

1. µ (∅) = 0 când ∅ ∈ C

2. E ∈ C, F ∈ C ³i E ⊂ F implic�a µ(E)≤ µ(F).

Note: Pentru m�asurile monotone de�nite mai sus, în literatura de specialitate se mai

folose³te ³i denumirea de m�asuri fuzzy.(vezi[64])
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Remarci:

1. O m�asur�a monoton�a µ se nume³te semicontinu�a inferior (sau semicontinu�a de jos)

dac�a ³i numai dac�a {En} ⊂C, E1⊂ E2⊂. . . ³i
⋃∞

n=1 En ∈C implic�a lim
n

µ (En) = µ(
⋃∞

n=1 En ).

2. O m�asur�a monoton�a µ se nume³te semicontinu�a superior (sau semicontinu�a de sus)

dac�a ³i numai dac�a {En} ⊂ C, E1 ⊃ E2 ⊃. . . ,µ(E1)<∞ ³i
⋂∞

n=1En ∈ C implic�a

lim
n

µ (En) = µ(
⋂∞

n=1En) .

3. Dac�a o m�asur�a satisface 1) ³i 2) atunci ea se nume³te m�asur�a monoton�a continu�a.

Orice m�asur�a σ−aditiv�a (adic�a clasic�a) este în acela³i timp continu�a inferior ³i con-

tinu�a superior.(vezi[64])

De�niµia 1.9. O m�asur�a monoton�a µ se nume³te normalizat�a dac�a ³i numai dac�a X∈C
³i µ(X)=1.(vezi[64])

De�niµia 1.10. Fie µ : C → [0,∞]. µ se nume³te aditiv�a dac�a ³i numai dac�a µ(E∪F ) =

µ(E) + µ(F ), unde E,F ∈ C, E ∪ F ∈ C ³i E ∩ F = ∅.(vezi[64])

De�niµia 1.11. Fie µ : C → [0,∞]. µ se nume³te superaditiv�a dac�a ³i numai dac�a

µ(E ∪ F ) ≥ µ(E) + µ(F ), unde E,F ∈ C, E ∪ F ∈ C ³i E ∩ F = ∅.(vezi[64])

De�niµia 1.12. Fie µ : C → [0,∞]. µ se nume³te subaditiv�a dac�a ³i numai dac�a

µ(E ∪ F ) ≤ µ(E) + µ(F ), unde E,F ∈ C, E ∪ F ∈ C.(vezi[64])

De�niµia 1.13. µ se nume³te �nit aditiv�a dac�a ³i numai dac�a µ(
⋃n

i=1Ei) =
∑n

i=1 µ(Ei),

unde {E1, . . . , En} este o clas�a de mulµimi disjuncte din C, a c�aror reuniune este tot în

C.(vezi[64])

De�niµia 1.14. µ se nume³te num�arabil aditiv�a dac�a ³i numai dac�a µ(
⋃∞

i=1Ei ) =
∑∞

i=1 µ(Ei),

unde {En} este o secvenµ�a de mulµimi disjuncte din C, a c�aror reuniune este tot în

C.(vezi[64])

De�niµia 1.15. µ se nume³te subtractiv�a dac�a ³i numai dac�a E ∈ C, F ∈ C ³i E ⊂ F,

F-E ∈ C , µ (E)< ∞ implic�a µ(F-E)= µ(F)- µ(E).(vezi[64])

De�niµia 1.16. µ se nume³te m�asur�a pe C dac�a ³i numai dac�a ea este num�arabil aditiv�a

³i exist�a E∈ C astfel încât µ(E)< ∞.(vezi[64])

De�niµia 1.17. Fie µ o m�asur�a pe C. Spunem c�a o mulµime E din C are m�asur�a �nit�a

dac�a ³i numai dac�a µ(E)< ∞.(vezi[64])
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De�niµia 1.18. Fie µ o m�asur�a pe C. Spumen c�a o mulµime E din C are m�asur�a σ-�nit�a

dac�a ³i numai dac�a exist�a o secvenµ�a de mulµimi {En} din C astfel încât E⊂
⋃∞

n=1En

³i µ(En) < ∞, n=1,2,. . . .(vezi[64])

De�niµia 1.19. µ este �nit�a, respectiv σ-�nit�a dac�a ³i numai dac�a pentru orice E din

C, oricare µ(E) este �nit�a, respectiv σ-�nit�a.(vezi[64])

De�niµia 1.20. µ este complet�a dac�a ³i numai dac�a E ∈ C, F ⊂ E ³i µ(E)=0

implic�a F ∈ C.(vezi[64])

1.1.2 Funcµii m�asurabile. Spaµii m�asurabile

De�niµia 1.21. Perechea (X,F) se nume³te spaµiu m�asurabil, unde F este un σ-inel sau

o σ-algebr�a.(vezi[64])

De�niµia 1.22. Tripletul (X,F, µ) se nume³te spaµiu m�asurabil generalizat (spaµiu m�asurabil

monoton), dac�a (X,F) este un spaµiu m�asurabil ³i µ : F → R+ este o m�asur�a mono-

ton�a.(vezi[64])

Fie (X,F) un spaµiu m�asurabil, µ : F → [0,∞) o m�asur�a monoton�a (sau o m�asur�a

monoton�a continu�a, semicontinu�a), ³i B un câmp Borell pe (−∞,∞).

De�niµia 1.23. O funcµie cu valori reale pe X, f : X → (−∞,∞), este F-m�asurabil�a

(sau simplu "m�asurabil�a" dac�a nu exist�a confuzii) dac�a ³i numai dac�a

f−1(B) = {x|f(x) ∈ B} ∈ F (1.1)

pentru orice mulµime Borel B ∈ B. Mulµimea tuturor funcµiilor F-m�asurabile se noteaz�a

cu G. Mulµimea tuturor funcµiilor F-m�asurabile va � notat�a cu M+(F).(vezi[64])

Teorema 1.2.[vezi[64]] Dac�a f : X → (−∞,∞) este o funcµie cu valori reale, atunci

urm�atoarele a�rmaµii sunt echivalente:

(1) f este m�asurabil�a;

(2) {x|f(x) ≥ α} ∈ F pentru oricare α ∈ (−∞,∞);

(3) {x|f(x) > α} ∈ F pentru oricare α ∈ (−∞,∞);

(4) {x|f(x) ≤ α} ∈ F pentru oricare α ∈ (−∞,∞);

(5) {x|f(x) < α} ∈ F pentru oricare α ∈ (−∞,∞).
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Corolarul 1.1.[vezi[64]] Dac�a f este o funcµie m�asurabil�a, atunci {x|f(x) = α} ∈ F

pentru oricare α ∈ (−∞,∞).

Teorema 1.3.[vezi[64]] Dac�a {f(n)} este o secvenµ�a de funcµii m�asurabile, ³i

h(x) = sup
n

{fn(x)},

g(x) = inf
n
{fn(x)},

pentru orice x ∈ X, atunci h ³i g sunt m�asurabile.

Corolarul 1.2.[vezi[64]] Dac�a {f(n)} este o secvenµ�a de funcµii m�asurabile, ³i

f(x) = lim
n
{fn(x)},

f(x) = lim
n

{fn(x)},

atunci f ³i f sunt m�asurabile. În plus, dac�a exist�a limn fn , atunci, este de asemenea

m�asurabil�a.

1.2 Integrala Choquet

Fie (X,F, µ) un spaµiu m�asurabil. în care, X este o mulµime nevid�a, F este o σ-algebr�a

a submulµimilor lui X, ³i µ : F→ [0,∞) este o m�asur�a clasic�a, nonnegativ�a ³i σ-aditiv�a

cu µ(A) < ∞ pentru cel puµin un A ∈ F. X se nume³te mulµime universal�a ³i poate

s�a nu �e neap�arat �nit�a. În acest capitol, presupunem c�a µ este σ-�nit�a, ³i c�a exist�a

{Ai} ⊂ F, astfel încât µ(Ai) < ∞ pentru orice i = 1, 2, . . . ³i ∪∞
i=1Ai = X.(vezi[64])

De�niµia 1.24. O funcµie s : X → (−∞,∞) de forma
∑m

i=1 aiχAi
se nume³te funcµie

simpl�a, unde �ecare ai este o constant�a real�a, Ai ∈ F, ³i χAi
este o funcµie caracteristic�a

a lui Ai, i = 1, 2, . . . ,m.(vezi[64])

De�niµia 1.25. Fie f o funcµie m�asurabil�a nonnegativ�a de�nit�a pe X. Integrala Lebesgue

a lui f care respect�a m�asura µ este de�nit�a astfel

∫
fdµ = lim

j→∞

∫
sjdµ = lim

j→∞

mj∑
i

ajiµ(Aji) (1.2)

unde oricare sj =
∑mj

i ajiχAji
este o funcµie simpl�a ³i {sj} este un ³ir nedescresc�ator

cu limj→∞ sj = f .(vezi [64])

De�niµia 1.26. Integrala Choquet a unei funcµii m�asurabile nonnegative f care respect�a

o m�asur�a monoton�a µ pe o mulµime m�asurabil�a A, notat�a cu (C)
∫
A
fdµ, este de�nit�a

prin formula:

(C)

∫
A

fdµ =

∫ ∞

0

µ(Fα ∩ A)dα, (1.3)
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unde Fα = {x|f(x) ≥ α} for α ∈ [0,∞). Dac�a A = X, atunci notaµia uzual�a pentru

(C)
∫
X
fdµ este (C)

∫
fdµ.(vezi[64])

Teorema 1.4.[vezi[64]] Fie µ(A) �nit�a. Atunci,

(c)

∫
A

fdµ =

∫ ∞

0

µ(Fα+ ∩ A)dα, (1.4)

unde Fα+ = {x|f(x) > α} pentru α ∈ [0,∞).

Spre deosebire de integrala Lebesgue, integrala Choquet este în general nonliniar�a ³i

respect�a integrandul s�au datorit�a nonaditivit�aµii lui µ. În acest sens, putem avea

(c)

∫
(f + g)dµ ̸= (C)

∫
fdµ+ (C)

∫
gdµ (1.5)

pentru anumite funcµii m�asurabile nonnegative f ³i g.(vezi[64])

Teorema 1.5.[vezi[64]] Fie f ³i g funcµii m�asurabile nonnegative pe (X,F, µ), A ³i B

mulµimi m�asurabile ³i �e a o constant�a real�a nonnegativ�a. Atunci,

(1) (C)
∫
A
1dµ = µ(A)

(2) (C)
∫
A
fdµ = (C)

∫
f · χAdµ

(3) Dac�a f ≤ g pe A, atunci (C)
∫
A
fdµ ≤ (C)

∫
A
gdµ

(4) Dac�a A ⊂ B atunci (C)
∫
A
fdµ ≤ (C)

∫
B
fdµ;

(5) (C)
∫
A
afdµ = a · (C)

∫
A
fdµ

Teorema 1.6.[vezi[64]] (C)
∫
A
fd/mu = 0 dac�a µ({x|f(x) > 0} ∩ A) = 0, a.î., f =

0 pe A aproape peste tot; invers, dac�a m�asura monoton�a µ este continu�a inferior ³i

(C)
∫
A
fdµ = 0, atunci µ({x|f(x) > 0} ∩ A) = 0.

Teorema 1.7.[vezi[64]] Pentru orice constant�a c care satisface f + c ≥ 0, avem:

(C)

∫
A

(f + c)dµ = (C)

∫
A

fdµ+ c · µ(A). (1.6)

Acum vom considera un spaµiu general m�asurabil.

Reamintim faptul c�a o funcµie F-simplu pozitiv�a este o funcµie f : X → R+ de forma

f =
∑n

i=1 aiφ(Ai), unde Ai ∈ F, ai ∈ R+ ³i φ(Ai) este funcµia caracteristic�a(indicator)

pe Ai, pentru orice i. Putem considera c�a mulµimile Ai sunt are reciproc disjuncte ³i c�a

a1 ≤ a2 ≤ ... ≤ an.(vezi[64])
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De asemenea, �e µ : F→ R+ o m�asur�a monoton�a. Atunci, se poate demonstra c�a in-

tegrala Choquet a lui f care respect�a µ este egal�a cu (C)
∫
fdµ =

∑n
i (ai − ai−1)µ(Ai

⋃
Ai+1

⋃
...
⋃

An)

cu convenµia a0 = 0. Aceast�a formul�a este coerent�a, a.î. valoarea pe care o furnizeaz�a

depinde doar de f .(vezi[64])

Cea mai popular�a utilizare a formulei anterioare este în cazul X = {1, 2, · · · , n} ³i

F = P(X). Astfel, consider�am o permutare {1∗, 2∗, · · · n∗} a lui {1, 2, · · · , n} astfel

încât f(1∗) ≤ f(2∗) ≤ ... ≤ f(n∗) avem (cu convenµia f(0∗) = 0):

(C)
∫
fdµ =

∑n
i (f(i∗)− f((i− 1)∗))µ(i∗, (i+ 1)∗, ..., n∗).(vezi[64])

1.3 Integrala Sugeno

Consider�am un spaµiu monoton m�asurabil (T, T , µ) ³i o funcµie f ∈ M+ (T ) a.î. f : T →
R este m�asurabil�a ³i positiv�a. Pentru orice α ∈ R+ de�nim mulµimea

Fα (f) = {t ∈ T | f (t) ≥ α} ∈ T .

Scriem de multe ori Fα în loc de Fα (f) . Acest lucru ne permite s�a consider�am funcµia

φ : R+ → R+, dat�a prin φ (α) = µ (Fα (f)) , care este descresc�atoare.(vezi[64])

Pentru oricare ∅ ≠ A ⊂ R+, scriem

sup
α∈A

α ∧ µ (Fα (f))
def
= sup {α ∧ µ (Fα (f))|α ∈ A} .(vezi[64])

De�niµia 1.27. Integrala Sugeno a lui f care respect�a µ este

(S)

∫
fdµ

def
= sup

α∈[0,∞)

α ∧ µ (Fα (f)) ∈ R+.(vezi[64])

În cazul (S)
∫
fdµ < ∞, spunem c�a f este integrabil�a Sugeno respectând µ.(vezi[64])

Este clar c�a

a) (S)
∫
fdµ = sup

α∈(0,∞)

α ∧ µ (Fα (f)) .(vezi[64])

b) (S)
∫
fdµ ≤ µ (T ), prin urmare, în cazul µ (T ) < ∞, oricare f ∈ M+ (T ) este

integrabil�a Sugeno respectând µ.(vezi[64])

c) Dac�a f, g sunt în M+ (T ), f ≤ g, avem

(S)

∫
fdµ ≤ (S)

∫
gdµ.(vezi[64])

În consecinµ�a, dac�a g este integrabil�a Sugeno, rezult�a c�a ³i f este integrabil�a Sugeno.
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d) Pentru oricare a ∈ R+, integrala Sugeno a funcµiei constante egal�a cu a este

(S)

∫
adµ = a ∧ µ (T ) .(vezi[64])

Teorema 1.8.[vezi[64]] Asum�am c�a f, g sunt integrabile Sugeno respectând µ. În cazul

în care exist�a 0 < ε < ∞ astfel încât |f (x)− g (x)| ≤ ε pentru orice x ∈ T , avem∣∣∣∣(S)∫ fdµ− (S)

∫
gdµ

∣∣∣∣ ≤ ε.

Corolarul 1.3.[vezi[64]] Fie (fn)n un ³ir de funcµii integrabile Sugeno care respect�a µ ³i

�e fo funcµie integrabil�a Sugeno care respect�a µ. Asum�am c�a fn
u→
n
f. Atunci

(S)

∫
fndµ −→

n
(S)

∫
fdµ.

Teorema 1.9.[vezi[64]] Asum�am c�a µ este continu�a inferior. Atunci, pentru orice ³ir

(fn)n ⊂ M+ (T ) ³i pentru orice f∈ M+ (T ) astfel încât fn ↗n f , avem

(S)

∫
fdµ = lim

n
(S)

∫
fndµ = sup

n
(S)

∫
fndµ.

Integrala Sugeno este nonliniar�a, ne�ind (pozitiv�a) omogen�a.



Chapter 2

Aplicaµie în economie a integralei

Choquet: În c�autarea Investitorilor

Virtuali

În acest capitol descriem un model matematic nou, de decizie, bazat pe teoria fuzzy, mai

exact, bazat pe integrala Choquet.

Modelul nostru poate � folosit în diverse situaµii de decizie, în diverse domenii ale

economiei, dar noi am ales pentru cercet�arile noastre rezultatele dintr-un anumit domeniu

al economiei, mai exact, din domeniul pieµei de capital.

În cele ce urmeaz�a, vom descrie cum anume am folosit integrala Choquet în domeniul

pieµei de capital. Mai exact, vom descrie un model matematic de decizie folosit pentru

a selecta cei mai probabili viitori clienµi investitori (investitori virtuali) ai unei anumite

companii de brokeraj din cadrul pieµei de capital. Am lucrat în colaborare cu o companie

numit�a Con�dent Invest. Aceasta este o companie de brokeraj din cadrul pieµei de capital

din România.

Rezultatele prezentate au fost publicate în [12].

2.1 Introducere

Con�dent Invest încearc�a s�a g�aseasc�a r�aspunsurile la dou�a întreb�ari prin interpretarea

r�aspunsurilor la alte întreb�ari pe care compania le solicit�a, în mod legal. Mai exact, com-

pania realizeaz�a pro�lurile de risc ale clienµilor prin aplicarea unui chestionar. Pro�lele

de risc ale clientului se realizeaz�a prin furnizarea a 15 întreb�ari, �ecare cu 4 tipuri de

r�aspunsuri, de la dezacordul total pân�a la acordul absolut. R�aspunsurile sunt reprezen-

16
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tate prin numere întregi de la 0 la 3. Astfel, 0 reprezint�a dezacord total ³i 3 reprezint�a

acord absolut. �inta noastr�a a fost s�a determin�am r�aspunsul la întrebarea cheie �Rareori

�mi fac griji pentru �nanµe�, pe baza r�aspunsurilor la chestionar.

Con�dent Invest ne-a oferit r�aspunsurile la întreb�arile pentru 60 de potenµiali investi-

tori, precum ³i valorile pragurilor prealocate pentru a putea calcula valorile µint�a. Pentru

a calcula valorile, am creat un program C++.

2.2 Rezultate

2.2.1 Set�ari Generale

În continuare, (I,Σ) va � un spaµiu m�asurabil ³i µ : Σ → R+ va � o m�asur�a monoton�a.

Pentru orice i ∈ I, vom considera o mulµime nevid�a Xi ³i �e X
def
==

∏
i∈I Xi. De

asemenea, pentru orice i ∈ I, �e funcµia νi;Xi → R+. Apoi, pentru orice x = (xi)i∈I ,

consider�am funcµia fx : I → R+, dat�a prin fx(i) = νi(xi).

Presupunerea noastr�a major�a va � c�a, pentru orice x ∈ X, funcµia fx este integrabil�a

Choquet respectând m�asura µ.

Integrala Choquet (C)
∫
fxdµ, calculat�a pentru toµi x ∈

∏
i∈I Xi, va � instrumentul

nostru de extragere a datelor (de fuziune).

2.2.2 Prospectarea Investitorilor Virtuali

Consider�am I = {1, 2, ..., n}, n ∈ N, ca �ind mulµimea indec³ilor asignaµi întreb�arilor la

care posibilii investitori sunt rugaµi s�a r�aspund�a. Caz numeric n = 15.

Spaµiul nostru m�asurabil este (I,Σ), cu I descris mai sus ³i cu Σ = P(I).

Accept�am existenµa unei m�asuri monotone µ : Σ → R+. Cazul numeic pentru µ este dat

în cele ce urmeaz�a.

µ(E) =



0 dac�a E = ∅

0.3 dac�a 0 < |E| ≤ 4

0.5 dac�a 4 < |E| ≤ 10

0.7 dac�a 10 < |E| ≤ 14

1 dac�a |E| = 15

(2.1)

Pentru orice i ∈ I, Xi va exista mulµimea �nit�a a tuturor r�aspunsurilor posibile la

întrebarea num�arul i. Deci, orice posibil investitor x care va r�aspunde la setul de în-
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treb�ari, va � identi�cat astfel: x ≡ (xi)i∈I = (x1, x2, ..., xn). Aici, pentru orice i ∈ I, xi

este r�aspunsul dat de x la întrebarea num�arul i.

Caz numeric: pentru orice i ∈ I, avem νi(Xi) ⊂ {0, 1, 2, 3}. Semni�caµia �ind

νi(t) = 0 pentru "total neadev�arat", νi(t) = 1 pentru "parµial adev�arat", νi(t) = 2,

pentru "în general adev�arat", νi(t) = 3 pentru "total adev�arat".

Procedur�a: Pentru orice posibil investitor x ≡ (x1, x2, ..., xn), form�am funcµia fx :

I → R+ dat�a prin fx(i) = νi(xi). "Disponibilitatea" unui posibil investitor x pentru a

deveni un investitor real este evaluat�a prin num�arul

ν(x) =
def
== (C)

∫
fx(i)dµ(i) = (C)

∫
νi(xi)dµ(i). (2.2)

Decizia (previziunea) cu privire la posibilitatea ca x s�a devin�a un client investitor

real se va lua cu ajutorul urm�atoarelor praguri:

ν(x) ∈ [0, 0.5) → x este un investitor sigur

ν(x) ∈ [0.5, 1) → x este un investitor potenµial

ν(x) ∈ [1, 2) → x este un investitor neutru

ν(x) ∈ [2, 3] → x este un investitor slab (aproape

niciodat�a, x nu va investi).

(2.3)

2.2.3 Caz Numeric ³i Concluzii

Testul (chestionarul):

1. Îmi p�astrez toate e-mailurile.

2. Materia mea preferat�a la ³coal�a a fost matematica.

3. Prefer s�a fac ordine în garderob�a decât s�a m�a uit la televizor.

4. Prefer s�a lucrez singur decât s�a lucrez în echip�a.

5. M�a consider independent.

6. În general, organizez evenimentul când sunt invitat cin�a sau la �lm.

7. Sunt deranjat de oamenii care nu muncesc din greu.

8. Nu las niciodat�a nimic neterminat.
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9. În general, nu conduc foarte repede.

10. Nu-mi plac sporturile competitive.

11. Nu-mi place s�a m�a uit la �lme de groaz�a.

12. Nu sunt dornic s�a v�ad oameni noi.

13. Nu sunt niciodat�a anxios când a³tept liftul.

14. Nu port niciodat�a lucruri la mod�a.

15. Nu sunt acuzat niciodat�a c�a am un temperament coleric.

R�aspunsurile clienµilor:

Table 2.1: R�aspunsurile clienµilor

Nr 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15

1 1 1 0 2 2 1 2 2 2 0 0 1 0 0 1

2 2 3 1 2 1 1 2 2 2 1 2 1 0 1 3

3 2 1 1 2 3 2 3 3 1 0 1 1 1 1 1

4 2 3 2 1 1 1 1 1 1 0 1 1 0 2 1

5 1 1 0 0 2 2 1 1 2 1 3 0 1 0 1

6 0 2 0 1 2 2 3 3 0 1 0 1 0 1 1

7 0 1 2 1 3 0 1 2 2 0 1 0 0 1 1

8 3 0 1 0 2 0 0 1 0 1 0 0 0 0 2

9 3 0 2 0 1 0 2 3 2 0 1 0 2 1 1

10 1 0 2 2 2 0 2 3 3 3 3 2 1 1 0

11 0 1 0 1 2 0 1 1 1 0 1 2 1 1 1

12 0 0 2 1 3 0 1 2 3 0 0 0 1 0 2

13 0 0 2 0 1 0 2 0 1 2 0 0 0 0 0

14 2 1 0 0 2 1 2 1 0 0 1 1 0 1 3

15 1 0 1 1 2 1 0 3 1 1 1 0 1 0 1

16 2 2 3 0 2 2 2 2 1 1 2 0 2 0 2
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Table 2.1: R�aspunsurile clienµilor

Nr 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15

17 2 0 1 2 2 1 1 2 0 0 3 1 0 0 1

18 0 0 0 0 0 3 3 3 0 3 3 3 0 0 1

19 1 0 2 0 3 0 2 3 0 0 3 0 0 1 2

20 0 2 1 2 3 2 3 2 1 0 0 0 0 0 0

21 2 1 1 3 2 1 3 3 0 1 1 0 1 0 0

22 1 0 3 3 3 2 2 3 0 0 3 0 0 0 2

23 0 3 0 0 3 2 2 2 3 0 3 0 0 0 1

24 1 3 1 1 2 1 1 0 2 0 3 1 1 1 1

25 1 1 0 2 2 2 2 2 1 1 1 1 2 2 1

26 3 3 0 1 2 0 1 3 3 3 3 0 1 0 2

27 1 3 1 3 3 0 1 1 1 3 3 1 2 0 1

28 0 0 1 0 0 0 1 1 1 1 3 0 1 0 3

29 3 0 3 0 3 0 3 3 2 0 2 1 1 0 1

30 0 3 1 1 3 1 3 3 3 0 0 3 1 1 1

31 0 0 1 0 3 2 2 2 2 3 1 1 2 0 3

32 0 0 2 2 1 2 1 1 2 0 0 1 2 0 0

33 1 3 2 0 0 1 2 3 1 0 1 1 3 3 2

34 1 1 3 3 3 2 1 2 3 1 3 3 3 3 1

35 2 2 1 0 1 1 2 2 1 1 2 0 1 2 0

36 0 0 2 0 3 1 1 2 1 0 0 0 1 0 0

37 0 1 2 0 3 0 3 2 0 0 0 0 1 0 0

38 2 2 2 2 2 1 2 2 1 1 3 1 1 1 1

39 3 0 0 0 3 0 1 3 1 0 2 1 1 0 2

40 3 0 2 0 1 0 1 3 1 0 2 0 2 0 2

41 1 0 0 0 3 2 2 3 1 0 0 0 1 0 0

42 1 3 0 2 2 1 1 1 1 1 1 1 0 0 0

43 1 0 0 0 0 2 1 1 3 1 1 0 1 2 2
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Table 2.1: R�aspunsurile clienµilor

Nr 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15

44 2 0 2 1 2 0 1 2 1 0 3 0 2 1 1

45 2 0 0 0 1 2 2 2 3 2 3 0 2 2 0

46 1 3 0 1 2 2 2 3 1 0 3 0 2 0 1

47 1 1 3 0 2 1 2 2 0 0 0 1 1 0 0

48 0 2 1 0 1 2 0 2 0 3 3 0 0 0 3

49 1 1 0 2 2 1 1 0 1 0 3 2 1 0 2

50 0 0 0 0 1 3 3 2 0 0 0 0 0 0 0

51 2 1 0 1 3 1 1 0 0 2 2 1 2 1 3

52 2 1 2 1 2 0 0 2 1 1 3 1 2 0 2

53 2 2 1 3 1 1 1 2 2 2 3 1 2 2 1

54 0 3 1 0 1 0 2 1 0 1 0 0 0 0 0

55 1 0 0 1 3 1 1 2 2 1 2 0 1 0 2

56 0 3 3 0 2 0 1 3 1 0 3 0 0 0 2

57 1 1 2 1 3 0 1 3 1 0 3 0 1 0 2

58 0 0 0 0 1 1 1 0 2 1 3 2 0 0 1

59 2 2 1 1 1 3 2 1 3 1 3 0 1 1 0

60 2 2 2 0 0 1 2 3 2 1 0 0 1 0 1

Rezultate ³i concluzii:

Table 2.2: Rezultate ³i concluzii

Nr Valoare Tipul investitorului

1 0.8 investor potenµial

2 1.5 investor neutru

3 1.3 investor neutru

4 1.3 investor neutru

5 1.1 investor neutru
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Table 2.2: Rezultate ³i concluzii

Nr Valoare Tipul investitorului

6 1.1 investor neutru

7 1.1 investor neutru

8 1.3 investor neutru

9 1.3 investor neutru

10 1.3 investor neutru

11 1.2 investor neutru

12 1.3 investor neutru

13 0.6 investor potenµial

14 1.5 investor neutru

15 1.1 investor neutru

16 1.3 investor neutru

17 1.1 investor neutru

18 1.5 investor neutru

19 1.3 investor neutru

20 0.9 investor potenµial

21 1.1 investor neutru

22 1.3 investor neutru

23 1.1 investor neutru

24 1.3 investor neutru

25 1.2 investor neutru

26 1.3 investor neutru

27 1.3 investor neutru

28 1.5 investor neutru

29 1.1 investor neutru

30 1.7 investor neutru

31 1.5 investor neutru

32 1 investor neutru
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Table 2.2: Rezultate ³i concluzii

Nr Valoare Tipul investitorului

33 1.7 investor neutru

34 2 investor slab

35 1 investor neutru

36 1.1 investor neutru

37 1.1 investor neutru

38 1.6 investor neutru

39 1.3 investor neutru

40 1.3 investor neutru

41 1.1 investor neutru

42 1.1 investor neutru

43 1.3 investor neutru

44 1.3 investor neutru

45 1.3 investor neutru

46 1.3 investor neutru

47 1.1 investor neutru

48 1.5 investor neutru

49 1.3 investor neutru

50 0.9 investor potenµial

51 1.7 investor neutru

52 1.3 investor neutru

53 1.8 investor neutru

54 0.9 investor potenµial

55 1.3 investor neutru

56 1.3 investor neutru

57 1.3 investor neutru

58 1.3 investor neutru

59 1.1 investor neutru
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Table 2.2: Rezultate ³i concluzii

Nr Valoare Tipul investitorului

60 1.1 investor neutru



Chapter 3

Aplicaµii în psihologie ale integralei

Choquet

În acest capitol, prezent�am câteva modele matematice bazate pe teoria fuzzy în domeniul

psihologiei. Mai precis, descriem modul în care am folosit integrala Choquet pentru a

determina nivelul de Deschidere ³i nivelul de Anxietate pentru anumiµi subiecµi voluntari

utilizaµi în cercetarea noastr�a.

Am lucrat în colaborare cu psihologii Institutului de Studii, Cercetare, Dezvoltare

³i Inovare al Universit�aµii Titu Maiorescu din Bucure³ti, precum ³i cu speciali³ti ai

Academiei Tehnice Militare din Bucure³ti.

Speciali³tii în psihologie cu care am colaborat au realizat diverse studii privind undele

EEG, m�asur�atori speci�ce psihologice, modelul BigFive, deschiderea, anxietatea(vezi [7],

[15], [30], [31], [32], [49], [50], [51], [53], [54], [61]).

Speciali³tii în psihologie a�rm�a c�a Deschiderea se caracterizeaz�a prin undele EEG

Delta ³i MidGamma (vezi[44]).

Studiile psihologilor arat�a c�a exist�a o relaµie interactiv�a între Anxietate ³i doi factori

din teoria Big Five, ³i anume extraversia ³i nevroticismul. Mai exact, Anxietatea are o

relaµie pozitiv�a cu nevroticismul ³i o relaµie negativ�a cu extraversia (vezi[22], [44]).

Speciali³tii în psihologie cu care am colaborat indic�a faptul c�a anxietatea se carac-

terizeaz�a prin undele LowAlpha, HighAlpha, LowBeta ³i HighBeta.

Menµion�am c�a am plecat de la premisa c�a studiile, descoperirile ³i datele furnizate de

speciali³tii în psihologie cu care am colaborat sunt certe, c�a modelele matematice descrise

în acest capitol sunt �xe, ele putând � u³or adaptate noilor descoperiri ale psihologilor

în domeniile studiate de noi.

Rezultatele prezentate aici au fost publicate în [14],[23], [24], [25], [26].

25
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3.1 Deschiderea

În acest subcapitol descriem dou�a metode prin care se determin�a nivelul de Deschidere

al unor subiecµi:

a) determinarea unei m�asuri ³i utilizarea ei pentru a a�a nivelul de Deschidere al

subiecµilor;

b) folosind mai multe m�asuri cunoscute pentru a a�a nivelul de Deschidere al subiecµilor.

Ca tehnic�a matematic�a, integralele neliniare sunt utilizate ca a instrument de fuziune.

3.1.1 Determinarea unei m�asuri ³i utilizarea ei pentru a a�a

nivelul de Deschidere al subiecµilor

3.2.1.1 Un model matematic care caracterizeaz�a nivelul de Deschidere

Aici descriem o procedur�a de calculare a unei m�asuri (un instrument de agregare), prin

utilizarea datelor rezultate din m�asur�atori ³i concluziile asupra subiecµilor în ceea ce

prive³te deschiderea.

Domonstraµia detaliat�a a acestei proceduri poate � g�asit�a în subsecµiunea 3.3.2.

Rezultatele prezentate aici au fost publicate în [24].

STABILIREA PROBLEMEI

Consider�am X={x1, x2, . . . ,xn} o mulµime de surse de informaµii, numite atribute.

Informaµiile numerice preluate din toate atributele pot � privite ca o funcµie

f : X− > (−∞,∞) numit�a observator sau înregistrare a atributelor care vor � scrise

f(x1), . . . ., f(xn).

Dac�a facem l observaµii, anume f 1, . . . ., f l cu f i : T− > R, vom avea tabelul complet

de date:
f1(x1) f1(x2) · · · f1(xn) y1

f2(x1) f2(x2) · · · f2(xn) y2
...

... · · · ...
...

fl(x1) fl(x2) · · · fl(xn) yl

 unde orice yi ∈ R , i= 1, 2, . . . l este informaµia

cuprins�a.

Anume, pentru datele de intrare fi(x1), . . . ., fi(xn) vom obµine o ie³ire ³i anume yi.

Numim l dimensiunea bazei de date.

Lucr�am în cazul particular în care instrumentul de fuziune este integrala Choquet.

Mai exact, pentru orice i = 1, 2, . . . . l avem
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yi = (C)
∫
fidy

unde y este o m�asur�a monoton�a y : P(T )− > R+.

În cazul nostru, avem dou�a variabile, anume undele Delta ³i MidGamma (n=2).

În plus, avem l m�asur�atori, mai exact mediile m�asur�atorilor efectuate pe 80 de subiecµi

(l=80).

Cunoa³tem valorile de intrare fi(xj) , i = 1, 2, . . . l; j = 1, 2, . . . . n ³i valorile de

ie³ire yi : i = 1, 2, . . . l.

Prin anumite mijloace, încerc�am s�a determin�am m�asura y, anume încerc�am s�a deter-

min�am valorile lui y(E),

E ∈ P∗(T ) unde P∗(T ) = {E ⊂ T |E ̸= ∅}. Este evident c�a P∗(T ) are 2n -1 elemente.

În cazul nostru, valorile de ie³ire sunt reprezentate de clasi�c�arile date de psihologi

referitoare la �ecare subiect.

Acestea sunt reprezentate prin grade de la 0 la 6.

Orice num�ar j ∈ {1, 2, · · · , 2n − 1} se poate scrie într-o unic�a reprezentare binar�a

j= jn jn−1 . . . j1
(
def
=

)
j1+2j2+22j3+...+2n−1jn = 2n−1jn+2n−2jn−1+...+2j2+j1

(cel puµin un ji ̸= 0, ji ∈ {0, 1}).
Deci, cele t = 2n − 1 mulµimi E ∈ P∗(T ) vor � numerotate astfel:

E1 , E2 , ... E2n−1.

Astfel, dac�a avem Ej , cu j = jn jn−1 . . . j1 , regula de apartenenµ�a este xi ∈ Ej dac�a

³i numai dac�a ji = 1.

Fie formula alternativ�a:

(C)
∫
fdy =

∑2n−1
j=0 bjy(Ej) (1)

unde pentru orice j=1,2,. . . n,

bj=


min
xi∈Ej

f(xi)− max
xi∈T\Ej

f(xi), daca min
xi∈Ej

f(xi)− max
xi∈T\Ej

f(xi)≥ 0

0 , daca min
xi∈Ej

f(xi)− max
xi∈T\Ej

f(xi)< 0

cu convenµia maxx∈∅ f(x)=0 (pentru E2n−1=T).

Prin urmare, putem considera un sistem de l ecuaµii cu t necunoscute (în cazul nostru

t=2n − 1, elementele necunoscute �ind y(Ej), j=1,2,. . . 2n − 1) :

t∑
j=1

bpj y(Ej) = yp

Acest sistem apare deoarece pentru p=1,2,. . . .t, avem yp=( c )
∫
fp dy=

∑t
j=1 bpj y(Ej)

(2). Mai precis, bpj este bj din (1) pentru fp în loc de f .

Rezolvând problema (aproximativ) de la (2) rezult�a:
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X =


b11 b12 . . . b1t

b21 b22 . . . b2t

· · · · · · · · ·

bl1 bl2 . . . blt



Y =


y1

y2
...

yl


Lu�am în considerare soluµia (avem o soluµie aproximativ�a)

A=


t01

t02
...

t0t


Atunci XTXA = XT Y (3)

Lucr�am pentru l>=m ³i consider�am c�a XTX este non-singular�a, putem deduce din

(3)

A= (XTX) � 1 XTY (4)

Rezultatul returnat (care reprezint�a m�asura) de c�atre programul C++:

µ(E) =



0, E = ∅

0.00000250551, E = {x1}

0, E = { x2}

0.00000564078, E = {x1, x2}
Am veri�cat dac�a m�asurara calculat�a este monoton�a. În acest caz vorbim despre una

monoton�a.

3.2.1.2 Utilizarea unei m�asuri generalizate pentru a determina nivelul de

Deschidere

Descriem aici o procedur�a de calculare a nivelului de deschidere pentru anumiµi subiecµi,

folosind o m�asur�a obµinut�a prin procedura descris�a în 3.2.1.1. Aceste niveluri de de-

schidere calculate au fost comparate cu clasi�c�arile obµinute de psihologi prin teste stan-

dard.
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Rezultatele prezentate aici au fost publicate în [26].

INTRODUCERE

Am folosit procedura descris�a în Subsect. 3.2.1.1, cu valorile undelor EEG pentru 80

de subiecµi ³i am calculat urm�atoarea m�asur�a:

µ(E) =



0, E = ∅

0.0000143333, E = {x1}

0.0000406178, E = { x2}

0.0000471675, E = {x1, x2}

Valorile de ie³ire sunt reprezentate de clasi�c�ari date de psihologi pentru subiecµi.

Acestea sunt reprezentate prin note de la 0 la 100.

DESCRIEREA REZULTATELOR

Am folosit m�asura obµinut�a µ pentru a decide nivelul de deschidere pentru 10 noi

subiecµi.

Folosind formula yp = (C)
∫
fpdµ, obµinem rezultatele:

Table 3.1: Rezultate

Nr Valorile Calculate Rezultatele psihologilor

1 16.8855 20

2 0.0000406178 0

3 3.93688 5

4 21.251 20

5 11.8435 10

6 1.36402 2

7 13.82312 20

8 18.3126 20

9 16.3625 20

10 39.0766 40
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3.1.2 Utilizarea mai multor m�asuri cunoscute pentru a a�a nivelul

de Deschidere al subiecµilor

3.2.2.1 O metod�a de diagnosticare a Deschiderii folosind integralele nonliniare

Descriem un model matematic prin care se proceseaz�a nivelul undelor de tip EEG, pentru

a caracteriza nivelul de deschidere. Ideea noastr�a a fost s�a folosim integrala Choquet

care respect�a o m�asur�a monoton�a. Lu�am în considerare datele rezultate din m�asur�atorile

undelor EEG pentru un grup de subiecµi. Descriem o procedur�a prin care utilizând

diferite m�asuri monotone (obµinute prin procedura descris�a la 3.2.1.1.) calcul�am nivelul

de deschidere al unui subiect folosind integrala Choquet. Pentru �ecare pacient avem

nivelul de deschidere dat de psihologi. Compar�am rezultatele obµinute prin aceasta

metod�a cu rezultatele psihologilor. Dintre toate m�asurile utilizate, alegem m�asura care

ofer�a cele mai apropiate rezultate de cele reale.

Rezultatele prezentate aici au fost publicate în [23].

DETERMINAREA GRADULUI DE DESCHIDERE

Am f�acut l=14 m�asur�atori. Acestea sunt cele l =14 funcµii f1, f2, . . . f14. Cele n=2

atribute m�asurate sunt x1 = Delta, x2 = MidGamma.

Anume, pentru �ecare dintre cele 14 m�asur�atori (linii), am obµinut valorile de intrare

fp (x1) , fp (x2) ³i valorile de ie³ire yp, p = 1, 2, . . . , 14.

Valorile de intrare sunt mediile m�asur�atorilor efectuate pe 14 subiecµi. Valorile de

ie³ire sunt obµinute folosind clasi�carea dat�a de c�atre psihologi subiecµilor (m�asuraµi

individual). Aceste valorile de ie³ire sunt reprezentate prin note, de la 0 la 100.

Am considerat t = 8 m�asuri monotone. Utilizând �ecare m�asur�a µk (k = 1, t), pentru

�ecare subiect p, am calculat nivelul de deschidere zk,p ( k = 1, . . . , t and p = 1, . . . , 14

).Pentru oricare k = 1, t si pentru oricare p = 1, 14 avem:

zk,p = (C)

∫
fpdµk

Pentru �ecare m�asur�a µk, am comparat prin Metoda celor mai mici p�atrate, rezul-

tatele obµinute prin metoda noastr�a cu rezultatele obµinute de catre psihologi. De fapt,

pentru �ecare m�asur�a µk, am calculat Ek =
∑14

p=1 (zk,p − yp)
2.

Am considerat m�asurile:
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µ1(E) =



0, E = ∅

0.0000143333, E = {x1}

0.0000406178, E = { x2}

0.0000471675, E = {x1, x2}

,

µ2(E) =



0, E = ∅

0.0000245333, E = {x1}

0.0000507178, E = { x2}

0.00671685, E = {x1, x2}

,

µ3(E) =



0, E = ∅

0.000014, E = {x1}

0.00004, E = { x2}

0.000047, E = {x1, x2}

,

µ4(E) =



0, E = ∅

0.001, E = {x1}

0.00004, E = { x2}

0.002, E = {x1, x2}

,

µ5(E) =



0, E = ∅

0.03, E = {x1}

0.1, E = { x2}

0.2, E = {x1, x2}

,

µ6(E) =



0, E = ∅

0.21, E = {x1}

0.22, E = { x2}

0.3, E = {x1, x2}

,

µ7(E) =



0, E = ∅

0.00000249806, E = {x1}

0, E = {x2}

0.00000558338, E = {x1, x2}
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µ8(E) =



0, E = ∅

0.0123, E = {x1}

0.6178, E = { x2}

0.7675, E = {x1, x2}

.

Pentru k=1, am obµinut E1 =
∑14

p=1 (z1,p − yp)
2 = 1704.34.

Pentru k=2, am obµinut E2 =
∑14

p=1 (z2,p − yp)
2 =106.418.

Pentru k=3, am obµinut E3 =
∑14

p=1 (z3,p − yp)
2 =1761.04.

Pentru k=4, am obµinut E4 =
∑14

p=1 (z4,p − yp)
2 =1.36172.107.

Pentru k=5, am obµinut E5 =
∑14

p=1 (z5,p − yp)
2 =7.82091.1010.

Pentru k=6, am obµinut E6 =
∑14

p=1 (z6,p − yp)
2 =4.44816.1011.

Pentru k=7, am obµinut E7 =
∑14

p=1 (z7,p − yp)
2 = 11257.1.

Pentru k=8, am obµinut E8 =
∑14

p=1 (z8,p − yp)
2 =9.06956.1011.

Am ales m�asura care ofer�a cel mai apropiat rezultat de cel real. De fapt, am ales

minimul valorilor lui Ek. Acesta este E2.

Deci, µ2 este o m�asur�a monoton�a care ofer�a cel mai apropiat rezultat raportat la

rezultatele psihologilor legate de deschidere. Acesta este un motiv bun pentru a alege µ2

ca m�asur�a �bun�a� pentru viitoarele m�asur�atori.

3.2 Anxietatea

În acest subcapitol descriem dou�a metode prin care se determin�a nivelul de Anxietate al

unor subiecµi:

a) folosind mai multe m�asuri monotone cunoscute pentru a a�a nivelul de Anxietate

al subiecµilor;

b) determinarea unei m�asuri ³i utilizarea ei pentru a a�a nivelul de Anxietate al

subiecµilor.

Ca tehnic�a matematic�a, integralele nonliniare sunt utilizate ca a instrument de fuziune.

Terminologia folosit�a în aceast�a secµiune poate � g�asit�a în [14] ³i [25].
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3.2.1 Folosind mai multe m�asuri monotone cunoscute pentru a

a�a nivelul de Anxietate al subiecµilor

3.3.1.1 C�ATRE OMETOD�A DE DIAGNOSTICARE A ANXIET�A�II FOLOSIND

INTEGRALA CHOQUET

În aceast�a subsecµiune, descriem un model matematic prin care nivelul undelor de tip

EEG este procesat pentru a caracteriza nivelul de anxietate. Ideea noastr�a a fost s�a

folosim integrala Choquet care respect�a o m�asur�a monoton�a. Am luat în considerare

datele rezultate din m�asur�atorile undelor EEG pentru un grup de subiecµi. Am descris

o procedur�a prin care utiliz�am diferite m�asuri monotone pentru a calcula nivelul de

anxietate al unui subiect folosind integrala Choquet. Pentru �ecare pacient avem nivelul

de anxietate dat de psihologi. Pentru �ecare pacient compar�am rezultatele obµinute

prin aceast�a metod�a cu rezultatele psihologilor. Dintre toate m�asurile folosite, am ales

m�asura care a oferit cele mai apropiate rezultate faµ�a de cele reale.

Rezultatele prezentate aici au fost publicate în [25].

DETERMINAREA GRADULUI DE ANXIETATE

Am realizat l=14 m�asur�atori. Acestea sunt cele l=14 funcµii f1, f2, . . . f14. Cele

n=4 atribute m�asurate sunt x1 = LowAlpha, x2 = HighAlpha, x3 = LowBeta, x4 =

HighBeta. De fapt, pentru oricare dintre cele 14 m�asur�atori (linii), am obµinut valorile de

intrare fp (x1) , fp (x2) , fp (x3) , fp(x4) ³i valorile de ie³ire yp, p = 1, 2, . . . , 14. Valorile de

intrare sunt mediile m�asur�atorilor efectuate pe 14 subiecµi. Valorile de ie³ire sunt obµinute

folosind clasi�carea dat�a de c�atre psihologi subiecµilor (individual m�asuraµi).Aceste val-

orile de ie³ire sunt reprezentate prin note, de la 0 la 100.

Am considerat t = 8 funcµii monotone. Utilizând �ecare m�asur�a µk (k = 1, t), pentru

�ecare subiect p, am calculat nivelul de anxietate zk,p ( k = 1, . . . , t ³i p = 1, . . . , 14

).Pentru �ecare k = 1, t si pentru fiecare p = 1, 14 avem: zk,p = (C)
∫
fpdµk Pentru

�ecare m�asur�a µk, am comparat rezultatele obµinute prin metoda noastr�a cu rezultatele

psihologilor, folosind Metoda celormai mici p�atrate. Mai exact, pentru �ecare m�asur�a

µk, am calculat Ek =
∑14

p=1 (zk,p − yp)
2.

Am considerat m�asurile:
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µ1(E) =



0, E = ∅

0.0000143333, E = {x1}

0.0000406178, E = { x2}

0.0000471675, E = {x1, x2}

0.00000472641, E = {x3}

0.0000143333, E = {x1, x3}

0.0000406178, E = {x2, x3}

0.0000955576, E = {x1, x2, x3}

0.0000254858, E = {x4}

0.0000320333, E = {x1, x4}

0.0000406178, E = {x2, x4}

0.0000471675, E = {x1, x2, x4}

0.000225524, E = {x3, x4}

0.000225524, E = {x1, x3, x4}

0.000616894, E = {x2, x3, x4}

0.000616894, E = {x1, x2, x3, x4}

, µ2(E) =



0, E = ∅

0.0000245333, E = {x1}

0.0000507178, E = { x2}

0.00671685, E = {x1, x2}

0.00000972621, E = {x3}

0.000246333, E = {x1, x3}

0.000606178, E = {x2, x3}

0.01955576, E = {x1, x2, x3}

0.0000324858, E = {x4}

0.000329333, E = {x1, x4}

0.00606178, E = {x2, x4}

0.051675, E = {x1, x2, x4}

0.0625524, E = {x3, x4}

0.725524, E = {x1, x3, x4}

0.816894, E = {x2, x3, x4}

0.916894, E = {x1, x2, x3, x4}

,
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µ3(E) =



0, E = ∅

0.000014, E = {x1}

0.00004, E = { x2}

0.000047, E = {x1, x2}

0.0000047, E = {x3}

0.0000145, E = {x1, x3}

0.000048, E = {x2, x3}

0.000095, E = {x1, x2, x3}

0.000025, E = {x4}

0.000032, E = {x1, x4}

0.0000406, E = {x2, x4}

0.0000471, E = {x1, x2, x4}

0.0002, E = {x3, x4}

0.00023, E = {x1, x3, x4}

0.000616, E = {x2, x3, x4}

0.0006168, E = {x1, x2, x3, x4}

, µ4(E) =



0, E = ∅

0.001, E = {x1}

0.00004, E = { x2}

0.002, E = {x1, x2}

0.0003, E = {x3}

0.003, E = {x1, x3}

0.0005, E = {x2, x3}

0.006, E = {x1, x2, x3}

0.00002, E = {x4}

0.004, E = {x1, x4}

0.006, E = {x2, x4}

0.01, E = {x1, x2, x4}

0.02, E = {x3, x4}

0.03, E = {x1, x3, x4}

0.04, E = {x2, x3, x4}

0.05, E = {x1, x2, x3, x4}

,
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µ5(E) =



0, E = ∅

0.03, E = {x1}

0.1, E = { x2}

0.2, E = {x1, x2}

0.02, E = {x3}

0.04, E = {x1, x3}

0.3, E = {x2, x3}

0.4, E = {x1, x2, x3}

0.008, E = {x4}

0.07, E = {x1, x4}

0.5, E = {x2, x4}

0.6, E = {x1, x2, x4}

0.7, E = {x3, x4}

0.8, E = {x1, x3, x4}

0.9, E = {x2, x3, x4}

0.95, E = {x1, x2, x3, x4}

, µ6(E) =



0, E = ∅

0.21, E = {x1}

0.22, E = { x2}

0.3, E = {x1, x2}

0.009, E = {x3}

0.35, E = {x1, x3}

0.429, E = {x2, x3}

0.54, E = {x1, x2, x3}

0.01, E = {x4}

0.25, E = {x1, x4}

0.26, E = {x2, x4}

0.47, E = {x1, x2, x4}

0.1, E = {x3, x4}

0.6, E = {x1, x3, x4}

0.7, E = {x2, x3, x4}

0.8, E = {x1, x2, x3, x4}

,
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µ7(E) =



0, E = ∅

0.91, E = {x1}

0.8, E = { x2}

0.92, E = {x1, x2}

0.94, E = {x3}

0.95, E = {x1, x3}

0.96, E = {x2, x3}

0.97, E = {x1, x2, x3}

0.98, E = {x4}

0.99, E = {x1, x4}

0.995, E = {x2, x4}

0.997, E = {x1, x2, x4}

0.998, E = {x3, x4}

0.9984, E = {x1, x3, x4}

0.9989, E = {x2, x3, x4}

0.99993, E = {x1, x2, x3, x4}

, µ8(E) =



0, E = ∅

0.0123, E = {x1}

0.6178, E = { x2}

0.7675, E = {x1, x2}

0.0004, E = {x3}

0.02, E = {x1, x3}

0.62, E = {x2, x3}

0.79, E = {x1, x2, x3}

0.00002, E = {x4}

0.1, E = {x1, x4}

0.65, E = {x2, x4}

0.83, E = {x1, x2, x4}

0.85, E = {x3, x4}

0.879, E = {x1, x3, x4}

0.895, E = {x2, x3, x4}

0.9, E = {x1, x2, x3, x4}

.

Pentru k=1, am obµinut E1 =
∑14

p=1 (z1,p − yp)
2 = 1.07048.

Pentru k=2, am obµinut E2 =
∑14

p=1 (z2,p − yp)
2 =1.01876.1010

Pentru k=3, am obµinut E3 =
∑14

p=1 (z3,p − yp)
2 =1.02563.

Pentru k=4, am obµinut E4 =
∑14

p=1 (z4,p − yp)
2 =3.47604.107.

Pentru k=5, am obµinut E5 =
∑14

p=1 (z5,p − yp)
2 =3.14793.1010.

Pentru k=6, am obµinut E6 =
∑14

p=1 (z6,p − yp)
2 =2.47029.1010.

Pentru k=7, am obµinut E7 =
∑14

p=1 (z7,p − yp)
2 = 1.74603.1011.

Pentru k=8, am obµinut E8 =
∑14

p=1 (z8,p − yp)
2 =8.42105.1010.

Am ales acea m�asur�a care a furnizat cele mai apropiate rezultate de cele reale. Mai

exact, am ales minimul valorilor lui Ek. Aceasta este E3.
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3.2.2 Determinarea unei m�asuri ³i utilizarea ei pentru a a�a

nivelul de Anxietate al subiecµilor

3.3.2.1 Folosind integrala Choquet pentru determinarea gradului de Anxi-

etate

În aceast�a subsecµiune, introducem un model matematic care descrie modul în care

sunt procesate undele de tip EEG pentru a caracteriza nivelul de anxietate. Ideea

noastr�a principal�a este s�a folosim integrala Choquet care respect�a o m�asur�a monoton�a

adecvat�a pentru a caracteriza nivelul de anxietate. Aceast�a m�asur�a a fost obµinut�a

folosind m�asur�atorile valorilor undelor EEG efectuate pe 70 de subiecµi ³i nivelurile core-

spunz�atoare de anxietate (stabilite de psihologi) acestor subiecµi. Pentru a ne veri�ca

modelul matematic (instrumentul de agregare) l-am folosit pentru a determina nivelul

de anxietate al altor 10 subiecµi, comparând rezultatele noastre cu rezultatele oferite de

psihologi (comparaµia ne-a validat rezultatele).

Rezultatele prezentate aici au fost publicate în [14].

UTILIZAREA INTEGRALEI CHOQUET PENTRUAREZOLVA PROB-

LEMA INVERS�A A FUNZIUNII INFORMA�IILOR

Formula de Liniarizare pentru Calculul Integralei Choquet Discret Finit

Ne vom ocupa de cazul în care T este �nit�a.

Pentru orice E ∈ P ∗(T ), de�nim

aE
def
= min

xp∈E
f(xp)− max

xq∈T\E
f(xq)

cu convenµia max
xq∈∅

f(xq) = 0 (în cazul E = T ).

Apoi, de�nim

bE =

 aE, aE ≥ 0,

0, aE < 0

Se vede c�a bE = a+E.

Teorema 3.1. Avem formula

(C)

∫
fdµ =

∑
E∈P ∗(T )

bEµ(E) (3.1)
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Enumerarea canonic�a a lui P ∗(t)

Orice num�ar j = 1, 2, · · · , 2n − 1 poate � scris în mod unic în form�a binar�a

j = jnjn−1 . . . j1 = j1 + 2j2 + 22j3 + · · ·+ 2n−1jn

unde toµi ji ∈ {0, 1} ³i cel puµin unul ji ̸= 0.

Regula de apartenenµ�a este urm�atoarea:

xi ∈ Ejnjn−1···j1 ⇔ ji = 1

(a.î. Ejnjn−1···j1 = ∪ji=1{xi})
Aceast�a regul�a de apartenenµ�a genereaz�a exact 2n − 1 mulµimi diferite.

Putem vedea c�a formula (3.1) din Theorem 3.1 poate � scris�a în forma

(C)

∫
fdµ =

2n−1∑
j=0

bEj
µ(Ej) (3.2)

unde orice j = 1, 2, · · · , 2n − 1 este scris în forma jnjn−1 · · · j1.
Rezolvarea Problemei iInverse a Fuziunii Informaµiilor în acest caz (Iden-

ti�carea M�asurii Monotone Utilizate pentru a Genera Instrumentul de Agre-

gare)

Vom lua în considerare elementele xi ale unei mulµimi T = {x1, x2, · · · , xn} ca surs�a de
informaµii, de exemplu, orice xi este un subiect al observaµiei noastre. Orice observaµie

a tuturor subiecµilor din T va � considerat�a ca o funcµie f : T → R. Vom face l

observaµii f1, f2, · · · fl, obµinând pentru orice astfel de observaµie fi : T → R valorile

fi(xj), j = 1, 2, · · · , n ³i concluzia (care este numeric�a) yi ∈ R. De fapt, valorile fi(xj) ³i

valorile yi sunt intr�arile în sistem (oricare yi este o valoare a µintei de fuziune).

Accept�am existenµa unei m�asuri monotone µ : P (T ) → R+ astfel încât

yp = (C)

∫
fpdµ, p = 1, 2, · · · , l (3.3)

Acµionând în spiritul problemei inverse a fuziunii de informaµii, putem considera c�a

un obiect necunoscut este m�asura µ.

Trebuie s�a rezolv�am sistemul liniar (l ecuaµii cu 2n − 1 necunoscute).

2n−1∑
j=1

bpjµ(Ej) = yp, p = 1, 2, · · · , l (3.4)
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Avem, pentru orice p = 1, 2, · · · , l ³i orice j = 1, 2, · · · , 2n−1, bpj = bpEj
, a.î. bpj = apEj

dac�a apEj
≥ 0 ³i bpj = 0 dac�a apEj

< 0, unde apEj
= min

xt∈Ej

fp(xt)−max
xt /∈Ej

fp(xt).

Consider�am matricile

X
def
=


b11 b12 · · · b1m

b21 b22 · · · b2m
...

bl1 bl2 · · · blm

 , de tipul (l,m = 2n − 1)

Y
def
=


y1

y2
...

yl

 , de tipul (l, 1)

³i matricea soluµie (aproximativ�a)

A =


t01

t02
...

t0m

 , de tipul (m = 2n − 1, 1)

XTXA = XTY (3.5)

În cazul (de dorit) particular când XTX este inversabil�a, soluµia A este dat�a prin

A = (XTX)−1XTY (3.6)

Corectarea rezultatelor:

Soluµia aproximativ�a ν trebuie s�a �e o m�asur�a monoton�a. Veri�carea acestui fapt se

face astfel: pentru orice E ∈ P ∗(T ), E ̸= T , trebuie s�a avem

0 ≤ ν(E) ≤ ν(E ∪ {xi}), pentru oricare xi ∈ T − E

Dac�a nu este cazul (adic�a apar valori negative ale lui ν(E), sau apar probleme de

monotonie), modi�c�am ν astfel (este posibil ca unii dintre pa³ii urm�atori s�a nu �e nece-

sari):
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1. Întâi, toate (posibilele) valori strict negative ale lui ν(E) s�a �e înlocuite cu 0.

2. Apoi, dac�a exist�a E, F în P ∗(T ) astfel încât E ⊂ F ³i ν(E) > ν(F ), atunci

modi�c�am ν(E), înlocuind valoarea ν(E) cu

max{ν(G)|G ⊂ E ³i ν(G) ≤ min{ν(H)|E ⊂ H}}

(mulµimea nu este vid�a, conµinând 0 = ν(∅)).

3. Procedura de la 2. continu�a pentru acele ν(E) modi�cate, pân�a când perechile

"gre³ite" (E, F) de mai sus, nu mai apar deloc.

La �nal, obµinem m�asura monoton�a µ care va � numit�a "m�asura corect�a".

DETERMINAREA GRADULUI DE ANXIETATE

Ideea principal�a

Crearea Instrumentului (M�asura). Problema invers�a

Am realizat m�asur�atori pentru l = 70 subiecµi. Am construit l = 70 funcµii f1, f2, · · · f70.
Cele n = 4 atribute m�asurate sunt x1 = LowAlpha, x2 = HighAlpha, x3 = LowBeta, x4 =

HighBeta. Pentru �ecare dintre cele 70 m�asur�atori (linii), am obµinut valorile de in-

trare: fp(x1), fp(x2), fp(x3), fp(x4) ³i valorile yp, p = 1, 2, · · · , 70. Valorile de intrare yp

sunt clasi�c�arile date de psihologi pentru subiecµi (m�asuraµi individual), reprezentate

prin note, de la 0 la 6 (însemnând c�a 0 este cel mai puµin anxios ³i 6 este cel mai anxios).

Pentru oricare p = 1, 2, . . . , 70 avem:

yp = (C)

∫
fpdµ (3.7)

Folosind cele descrise, am determinat "m�asura" ν. A fost necesar ca ν s�a se modi�ce

(u³or)(vezi Corectarea Rezultatelor) ³i am obµinut m�asura corect�a µ, ale c�arei valori

µ(E), dispuse în ordinea lexicogra�c�a menµionat�a mai sus, sunt urm�atoarele:
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µ(E) =



0 dac�a E = ∅

0.0000208904, dac�a E = {x1}

0.0000104939, dac�a E = {x2}

0.000047098, dac�a E = {x1, x2}

0.0000398943, dac�a E = {x3}

0.000230985, dac�a E = {x1, x3}

0.000142402, dac�a E = {x2, x3}

0.000230985, dac�a E = {x1, x2, x3}

0.0000143691, dac�a E = {x4}

0.0000357572, dac�a E = {x1, x4}

0.0000143691, dac�a E = {x2, x4}

0.000047098, dac�a E = {x1, x2, x4}

0.0000398943, dac�a E = {x3, x4}

0.000230985, dac�a E = {x1, x3, x4}

0.000142402, dac�a E = {x2, x3, x4}

0.000230985, dac�a E = {x1, x2, x3, x4}

M�asura a fost calculat�a utilizând un program C++.

Utilizarea Instrumentului (M�asura) Obµinut pentru a Determina Nivelul

de Anxietate al altor Subiecµi. Problema Direct�a

Utilizâm m�asura obµinut�a µ pentru a decid enivelul de anxietate pentru 10 noi

subiecµi. Facem l = 10 m�asur�atori. Valorile m�asur�atorilor sunt furnizate in �³iere CSV.

Pentru �ecare subiect p, p = 1, 2, · · · , 10 , obµinem valorile fp(xi), i = 1, 2, 3, 4 ca în cele

descrise anterior. În acest caz, datele de intrare sunt fp(xi) ³i m�asura µ. De asemenea,

mai avem ³i concluziile psihologilor pentru ace³ti noi subiecµi care vor � comparate cu

rezultatele noastre. Mai exact, m�asurând cei l = 10 noi subiecµi, am obµinut valorile

fp(x1),fp(x2),fp(x3),fp(x4),p = 1, 2, · · · , 10 . Vezi Tabelul 3.2

Table 3.2: Noi subiecµi

No Low Alpha High Alpha Low Beta High Beta

1. 33738.85 26911.79 15911.23 15827.22
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Table 3.2: Noi subiecµi

No Low Alpha High Alpha Low Beta High Beta

2. 11360.2 8108.433 9596.968 11737.35

3. 35170.35 23910.76 17211.32 12380.47

4. 36224.77 27315.48 16978.18 21143.96

5. 10658.68 7869.542 8243.346 7708.505

6. 33411.1 22809.05 21446.92 14769.47

7. 36568.82 23903.5 14545.97 19463.21

8. 33738.85 26911.79 15911.23 15827.22

9. 41482.67 27173.99 18173.78 19565.17

10. 51089.42 27487.33 19538.43 20055.94

Clasi�c�arile date de psihologi acestor subiecµi (m�asuraµi individual), sunt reprezentate

prin grade, de la 0 la 6 (cu semni�caµia c�a 0 este cel mai puµin anxios ³i 6 cel mai anxios).

Vezi Tabelul 3.3

Table 3.3: Grade

No Grades

1. 4

2. 2

3. 5

4. 5

5. 2

6. 5

7. 4

8. 4

9. 5

10. 5
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Folosind formula (3.7), am obµinut concluziile(datele de ie³ire):

y1 = 4.33598 ≈ 4,

y2 = 2.28522 ≈ 2,

y3 = 4.52631 ≈ 5,

y4 = 4.59469 ≈ 5,

y5 = 1.95455 ≈ 2,

y6 = 5.23955 ≈ 5,

y7 = 4.06521 ≈ 4,

y8 = 4.33598 ≈ 4,

y9 = 4.92068 ≈ 5,

y10 = 5.38052 ≈ 5.



Chapter 4

Calculul aproximativ al integralei

Sugeno

În acest capitol descriem o procedur�a pentru calculul aproximativ al integralei Sugeno.

Scopul nostru principal este de a furniza proceduri practice pentru calcularea aprox-

imativ�a (cu precizie prealocat�a) a integralei Sugeno a unei funcµii m�asurabile pozitive

generale în raport cu o m�asur�a generalizat�a monoton�a. În acest scop, folosim metodele

noastre în doi pa³i (metoda simpl�a în doi pa³i ³i metoda topologic�a folosind teorema de

convergenµ�a iterat�a).

Metodele menµionate mai sus reduc calculul general la calculul bine-cunoscut în cazul

�nit discret, care se poate face cu metode asistate de calculator.

Prezentul capitol se bazeaz�a pe [9].

Rezultatele prezentate aici au fost publicate în [10].

4.1 Rezultate generale

De�niµia 4.1. De�nim pentru un spaµiu m�asurabil monoton (T, T , µ) ³i pentru o funcµie

f ∈ M+ (T ), Condiµia (G): lim
α→∞

µ (Fα (f)) = 0.

Din nou, �e (T, T , µ) un spaµiu m�asurabil monoton ³i f ∈ M+ (T ) .Avem

Lema 4.1. Avem echivalenµa

a)
(
(S)

∫
fdµ = ∞

)
⇔ (µ (Fα) = ∞ pentru oricare 0 < α < ∞).

Prin urmare

b)
(
(S)

∫
fdµ < ∞

)
⇔ (Deci exista 0 < α < ∞ a. i. µ (Fα) < ∞).

De�niµia 4.2. Pentru oricare i ∈ R+, de�nim i � trunchierea lui f, care este funcµia

f (i) : T → R+ dat�a prin f (i) (t) = f (t) , în cazul f (t) ≤ i ³i f (i) (t) = i, în cazul

45
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f (t) > i.

Teorema 4.1. (Teorema Reducerii)

1. Asum�am c�a µ (T ) < ∞. Atunci

(S)

∫
fdµ = sup

α∈(0,µ(T )]

α ∧ µ (Fα) ≤ µ (T ) < ∞.

2. Asum�am c�a f este m�arginit�a, ³i anume c�a f (t) ≤ M pentru oricare t ∈ T, unde

M ∈ R+. Atunci

(S)

∫
fdµ = sup

α∈(0,M ]

α ∧ µ (Fα) ≤ M < ∞.

3. Fie i ∈ R+ ³i f (i) i � trunchierea lui f. Atunci

a) (S)
∫
f (i) dµ = sup

α∈(0,i]
α ∧ µ (Fα (f)).

b) În cazul µ (T ) ≤ i < ∞, avem

(S)

∫
fdµ = (S)

∫
f (i) dµ.

Teorema 4.2. (Calcul Sharp)

I. Asum�am c�a exist�a α0 ∈ R+ astfel încât α0 = µ (Fα0). Atunci,

1. (α > α0 ⇒ µ (Fα) < α) ³i (α < α0 ⇒ µ (Fα) > α);

2. α0 = (S)
∫
fdµ.

Spunem c�a avem un calcul sharp al (S)
∫
fdµ, utilizând o unic�a soluµie α0 a

ecuaµiei α = µ (Fα).

II. Caz particular.

Asum�am c�a (S)
∫
fdµ < ∞ (a.î. exist�a 0 < α < ∞ astfel încât µ (Fα) < ∞, vezi

Lema 4.1). De asemenea, asum�am c�a funcµia u : [0,∞) → [0,∞], de�nit�a prin u (α) =

µ (Fα), este continu�a
(
a.i. lim

α→t
u (α) = u (t) pentru oricare t ∈ [0,∞)

)
. Atunci, exist�a

un unic α0 ∈ [0,∞) astfel încât u (α0) = α0, prin urmare α0 = (S)
∫
fdµ.

Teorema 4.3. Asum�am c�a exist�a α0 ≥ 0 astfel încât α0 ≥ µ (Fα0) (am v�azut c�a, în cazul

Condiµiei (G) este îndeplinit faptul c�a α0 exist�a). Atunci, pentru orice α ≥ α0 avem

(S)

∫
fdµ = (S)

∫
f (α) dµ

unde f (α) este α−trunchierea lui f.

Corolarul 4.1. Asum�am c�a Condiµia (G) este îndeplinit�a. Atunci, pentru orice 0 <

ε < 1, exist�a n ∈ N astfel încât
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(S)

∫
fdµ = (S)

∫
f (n) dµ

unde f (n) este n−trunchierea lui f
(
prinurmare lim

n
(S)

∫
f (n) dµ = (S)

∫
fdµ

)
.

4.2 Funcµii Simple Pozitive, Funcµii Elementare Pozi-

tive ³i Integralele lor Sugeno

Teorema 4.4. Pentru f =
n∑

i=1

aiφAi
o funcµie simpl�a pozitiv�a avem (vezi de exemplu

[28]:

a) (S)
∫
fdµ =

n
max
i=1

ai ∧ µ (Fai (f)).

b) Dac�a a1 ≤ a2 ≤ ... ≤ an, avem Fai (f) = Ai ∪ Ai+1 ∪ ... ∪ An pentru oricare

i = 1, 2, ..., n, prin urmare

(S)

∫
fdµ =

n
max
i=1

ai ∧ µ (Ai ∪ Ai+1 ∪ ... ∪ An) .

Caz Particular (Cazul discret �nit)

Putem aplica Teorema 4.4 pentru spaµiul particular monoton m�asurabil (T, T , µ),

unde T = {x1, x2, ..., xn}, cu xi distincte, T = P (T ) ³i µ o m�asur�amonoton�a arbitrar�a.

Fie f : T → R+ (prin urmare f ∈ M+ (T )) ³i redenumim punctele distrincte x1, x2, ..., xn

în forma x∗
1, x

∗
2, ..., x

∗
n astfel încât f (x∗

1) ≤ f (x∗
2) ≤ ... ≤ f (x∗

n). Rezult�a c�a (S)
∫
fdµ =

n
max
i=1

f (x∗
i ) ∧ µ

({
x∗
i , x

∗
i+1, ..., x

∗
n

})
.

Teorema 4.5. Fie f =
∞∑
i=1

aiφAi
o funcµie pozitiv�a elementar�a cu a1 ≤ a2 ≤ ... ≤ an ≤

.... Atunci

(S)

∫
fdµ =

∞
sup
i=1

ai ∧ µ (Ai ∪ Ai+1 ∪ ... ∪ An ∪ ...) .

Teorema 4.6. Asum�am faptul c�a m�asura µ este continu�a inferior. Atunci

(S)

∫
fdµ = lim

n
(S)

∫
fndµ = sup

n
(S)

∫
fndµ,

unde fn =
n∑

i=1

aiφAi
pentru orice n.

De�niµia 4.3. Funcµia f (i) se nume³te i � discretizarea lui f.
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4.3 Metode în Doi Pa³i pentru Calcularea Integralelor

Sugeno

Putem considera un spaµiu monoton m�asurabil (T, T , µ) ³i o func ctie f ∈ M+ (T ) astfel

încât Condiµia (G) pentru f³i µ este îndeplinit�a. A³a cum am v�azut, asta implic�a faptul

c�a f este integrabil�a Sugeno respectând µ. Fie

u
def
= (S)

∫
fdµ.

Scopul nostru este s�a calcul�am u aproximativ cu o eroare prescris�a. La �nal, introducem

câteva notaµii ³i estim�ari uni�cate.

4.3.1 Notaµii ³i Estim�ari Uni�cate

Strategia Trunchiere � Discretizare (STD)

Pentru i ∈ N,

u (i)
def
= (S)

∫
f (i) dµ

unde f (i) = i � trunchierea lui f . Pentru n ∈ N∗,

u (i, n)
def
= (S)

∫
f (i, n) dµ

undee f (i, n) este n � discretizarea lui f (i) . A³a cum am v�azut în [9]:

f (i, n) =
i−1∑
m=0

n∑
p=1

a (m,n, p) · φA(m,n,p) + i · φf−1([i,∞)) (4.1)

Explicitat, avem

f (i, n) =

[
0 · φf−1([0, 1n))

+
1

n
· φf−1([ 1n , 2

n))
+ ...+

n− 1

n
· φf−1([n−1

n
, 1))

]
+

[
1 · φf−1([1, 1+ 1

n))
+ ...+

(
1 +

n− 1

n

)
· φf−1([1+n−1

n
, 2))

]
+ ...+

+

[
(i− 1) · φf−1([i−1, i−1+ 1

n))
+ ...+

(
i− 1 +

n− 1

n

)
· φf−1([i−1+n−1

n
, i))

]
+
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+i · φf−1([i,∞))

def
=

[
0 · φA1 +

1

n
· φA2 + ...+

n− 1

n
· φAn

]
+

+

[
1 · φAn+1 +

(
1 +

1

n

)
· φAn+2 + ...+

(
1 +

n− 1

n

)
· φA2n

]
+ ...+

+

[
(i− 1) · φA(i−1)n+1

+ ...+

(
i− 1 +

n− 1

n

)
· φAin

]
+ i · φAin+1

.

Am scris f (i, n) în ordine strict cresc�atoare a valorilor posibile ale acesteia. Observ�am

c�a:

A1 ∪ A2 ∪ ... ∪ Ain+1 = T, A2 ∪ A3 ∪ ... ∪ Ain+1 = f−1

([
1

n
,∞

))
,

A3 ∪ A4 ∪ ... ∪ Ain+1 = f−1

([
2

n
,∞

))
, ...,

Ain+1 = f−1

([
in

n
,∞

))
= f−1 ([i,∞)) .

Conform Teoremei 4.4, avem

u (i, n) = max

{
1

n
∧ µ

(
f−1

([
1

n
,∞

)))
,
2

n
∧ µ

(
f−1

([
2

n
,∞

)))
, ...,

(
1− 1

n

)
∧ µ

(
f−1

([
1− 1

n
,∞

)))
, 1 ∧ µ

(
f−1 ([1,∞))

)
,

(
1 +

1

n

)
∧ µ

(
f−1

([
1 +

1

n
,∞

)))
, ..., (i− 1) ∧ µ

(
f−1 ([i− 1,∞))

)
,

(
i− 1 +

1

n

)
∧ µ

(
f−1

([
i− 1 +

1

n
,∞

)))
, ...,

(
i− 1 +

n− 1

n

)
∧ µ

(
f−1

([
i− 1 +

n− 1

n
,∞

)))
, i ∧ µ

(
f−1 ([i,∞))

)}
.

Prin urmare,

u (i, n) =
in

max
p=1

p

n
∧ µ

(
F p

n
(f)

)
(4.2)

(
aici, avem o diviziune de puncte 1

n
< 2

n
< ... < p

n
< ... < in

n
= i

)
.

Strategia Discretizare � Trunchiere (SDT)
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Pentru i ∈ N∗,

u (i)
def
= (S)

∫
f (i))dµ

unde f (i) = i � discretizarea lui f . Pentru n ∈ N,

u (i, n)
def
= (S)

∫
f (i, n) dµ

unde f (i, n) este n � trunchierea lui f (i). Cum am v�azut în [9]:

f (i, n) =
n−1∑
m=0

i∑
p=1

a (m, i, p) · φA(m,i,p) + n · φf−1([n,∞))

(formula este valabil�a pentru orice m�asur�a monoton�a). Procedând similar ca în cazul

(STD) obµinem

u (i, n) =
in

max
p=1

p

i
∧ µ

(
F p

i
(f)

)
(4.3)(

aici, avem o diviziune de puncte 1
i
< 2

i
< ... < p

i
< ... < in

i
= n

)
.

Formula (4.3) poate � obµinut�a din formula (4.2) interschimbând i ³i n (în sens invers

(4.3)→(4.2) este de asemenea valid). Mai exact (observ�am ³i c�a f (i, n) calculat pentru

(SDT) este egal cu f (n, i) calculat pentru (STD)):

u (i, n) calculat pentru (SDT) = u (n, i) calculat pentru (STD).

Deci, este nevoie de un singur program de calcul.

Formula (4.2) ³i (4.3) pot � reµinute u³or, ambele având forma

u (i, n) =
in

max
p=1

αp ∧ µ
(
Fαp (f)

)
.

Aici (α1, α2, ..., αin) este o pânz�a echidistant�a cu densitate 1
n
(în cazul (STD)) sau 1

i
(în

cazul (SDT)) ³i m�arime in. Densitatea se refer�a la procedura de discretizare ³i m�arimea

µine de procedura de trunchiere.

Pentru a simpli�ca calculul lui u (i, n), este folositor s�a proced�am astfel:

a) Pentru orice a, b în R+ este indicat s�a se calculeze a ∨ b ³i a ∧ b folosind formulele

a ∨ b = 1
2
(a+ b+ |a− b|) ³i a ∧ b = 1

2
(a+ b− |a− b|).

b) Pentu a1, a2, ..., an în R+, n ≥ 3, pentru a calcula
n

max
i=1

ai, este indicat s�a se continue

secvenµial (folosind ³i punctul a)):
2

max
i=1

ai = a1 ∨ a2
def
= A2,

3
max
i=1

ai = A2 ∨ a3
def
= A3,...,

n
max
i=1

ai = An−1 ∨ an
def
= An.
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Estim�ari în cazul (STD)

a) Dac�a i0 ≥ µ (Fi0 (f)) , atunci u = u (i) pentru orice i ≥ i0 (conform Teoremei 4.3).

b) |u (i)− u (i, n)| = u (i)−u (i, n) ≤ 1
n
pentru orice i (conform (4.1) ³i Teoremei 1.8,

Secµiunea 1.3). Avem lim
n

u (i, n) = u (i) uniform care respect�a i (conform Corolarului

1.3, Secµiunea 1.3).

Estim�ari în cazul (SDT)

a) |u− u (i)| = u− u (i) ≤ 1
i
(conform (4.1) ³i Teoremei 1.8, Secµiunea 1.3) .

b) Dac�a n0 ≥ µ (Fn0 (f)) , atunci u (i) = u (i, n) pentru oricare i ³i oricare n ≥ n0.

Aceast�a a�rmaµie este justi�cat�a dup�a cum urmeaz�a. Pentru oricare i, avem f (i) ≤ f,

prin urmare Fn0

(
f (i)

)
⊂ Fn0 (f) ³i aceasta implic�a µ

(
Fn0

(
f (i)

))
≤ µ (Fn0 (f)) ≤

n0. Apoi, Teorema 4.3 implic�a u (i) = (S)
∫
f (i) dµ = (S)

∫
f (i, n0) dµ = u (i, n0) =

(S)
∫
f (i, n) dµ = u(i, n), if n ≥ n0.

Întorcându-ne la targetul nostru, calculul aproximativ u
def
= (S)

∫
fdµ, consider�am un

num�ar stbilit 0 < ε < 1. Trebuie s�a a��am i ³i n astfel încât

|u− u (i, n)| = u− u (i, n) < ε.

Acest lucru se va face �e folosind metoda simpl�a în doi pa³i, �e folosind metoda teoremei

de convergenµ�a iterat�a ³i estim�arile de mai sus.

4.3.2 Calcul folosind Metoda Simpl�a în Doi Pa³i

Pentru orice i ³i n în N∗, avem

|u− u (i, n)| =
∣∣∣∣(S)∫ fdµ− (S)

∫
f (i, n) dµ

∣∣∣∣ ≤
≤

∣∣∣∣(S)∫ fdµ− (S)

∫
f (i) dµ

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣(S)∫ f (i) dµ− (S)

∫
f (i, n) dµ

∣∣∣∣ .
În cazul (STD):

Putem lua i0 astfel încât µ (Fi0 (f)) ≤ i0, deci condiµia µ (Fi (f)) ≤ i este îndeplinit�a

pentru orice i ≥ i0 iar asta duce la

(S)

∫
fdµ = (S)

∫
f (i) dµ.

Putem lua n astfel încât 1
n
< ε

(
de exemplu n =

[
1
ε

]
+ 1

)
iar asta duce la (pentru

orice i)



52 Irina - M�ad�alina Giurgescu (Manea)

∣∣∣∣(S)∫ f (i) dµ− (S)

∫
f (i, n) dµ

∣∣∣∣ < ε.

În �nal, avem |u− u (i, n)| < ε.

În cazul (SDT):

Putem lua i astfel încât 1
i
< ε

(
de exemplu i =

[
1
ε

]
+ 1

)
³i asta duce la∣∣∣∣(S)∫ fdµ− (S)

∫
f (i) dµ

∣∣∣∣ < ε.

Putem lua n0 astfel încât µ (Fn0 (f)) ≤ n0 (deci condiµia µ (Fn (f)) ≤ n este îndeplinit�a

pentru orice n ≥ n0) iar asta duce la (pentru orice i ³i orice n ≥ n0 )

(S)

∫
f (i) dµ = (S)

∫
f (i, n) dµ.

La �nal, avem |u− u (i, n)| < ε.

4.3.3 Calcul folosind Teorema de Convergenµ�a Iterat�a

Teorema de Convergenµ�a Iterat�a

Fie (X, d) un spaµiu imetric. Asum�am c�a (u (i, n))i,n≥ 1este o secvenµ�a dubl�a în X

astfel încât:

a) Pentru orice i ∈ N∗, exist�a lim
n

u (i, n) = u (i) ∈ X.

b) Exist�a lim
i
u (i) = u ∈ X.

Atunci, exist�a o funcµie cresc�atoare σ : N∗ → N∗(cu σ(N∗) = N∗) astfel încât lim
n

u (σ (n) , n) =

u
(
sintetic: lim

i
lim
n

u (i, n) = lim
n

u (σ (n) , n) = u
)
.

Algoritmul. Viteza de convergenµ�a

Pasul 1. De�nim secvenµa strict cresc�atoare (ni)i astfel încât

(n ≥ ni) ⇒
(
d(u (i, n) , u (i)) <

1

i

)
.

Pasul 2. De�nim secvenµa strict cresc�atoare (ip)p astfel încât

(i ≥ ip) ⇒
(
d(u (i) , u) <

1

p

)
.

Pasul 3. De�nim

p (ε) =

[
2

ε

]
+ 1.
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Pasul 4. De�nim

n (ε) = nip(ε)
+ 1.

Pasul 5. Calcul�am

σ (n (ε)) = σ
(
nip(ε)

+ 1
)
= ip(ε).

Pasul 6. Aproximarea "bun�a" este

u (σ (n (ε)) , n (ε)) = u
(
ip(ε), nip(ε) + 1

)
a.î. u (i, n) cu i = ip(ε), n = nip(ε) + 1 ³i avem

d(u, u (i, n)) < ε.□

Aplic�am algoritmul astfel:

� În cazul Strategiei Trunchiere � Discretizare, ³tim c�a |u (i, n)− u (i)| ≤ 1
n
pentru orice

i ³i trebuie s�a avem, pentru n ≥ ni, inegalitatea |u (i, n)− u (i)| < 1
i
. Va � su�cient s�a

avem 1
n
< 1

i
, i.e. n > i. Putem lua (ni)i dat prin ni = i+ 1. De asemenea, ³tim c�a dac�a

i0 ≥ µ (Fi0) ,avem u (i) = u pentru orice i ≥ i0. Trebuie s�a avem |u (i)− u| < 1
p
pentru

orice i ≥ ip. Putem lua ip = i0 + p.

� În cazul Strategiei Discretizare � Trunchiere, ³tim c�a, dac�a n0 ≥ µ (Fn0) , avem

u (i, n) = u (i) , pentru orice i ³i orice n ≥ n0 ³i trebuie s�a avem |u (i, n)− u (i)| < 1
i

pentru n ≥ ni. Putem lua ni = n0 + i. De asemenea, ³tim c�a |u (i)− u| < 1
i
³i trebuie s�a

avem, pentru i ≥ ip, |u (i)− u| < 1
p
. Va � su�cient s�a avem 1

i
< 1

p
, a.î. i > p. Putem

lua ip = p+ 1. □

4.3.4 Remarci referitoare la Metoda în Doi Pa³i în cazul Funcµi-

ilor M�arginite. Reducerea Calculului

Reducerea Calculului pentru Metoda Simpl�a în Doi Pa³i

� În cazul Strategiei Trunchiere � Discretizare, lu�am i0 ∈ N∗ astfel încât i0 ≥ M,

prin urmare (S)
∫
fdµ = (S)

∫
f (i0) dµ. Atunci, pentru orice n ∈ N∗:

|u− u (i0, n)| =
∣∣∣∣(S)∫ fdµ− (S)

∫
f (i0, n) dµ

∣∣∣∣ ≤
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≤
∣∣∣∣(S)∫ fdµ− (S)

∫
f (i0) dµ

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣(S)∫ f (i0) dµ− (S)

∫
f (i0, n) dµ

∣∣∣∣ =
=

∣∣∣∣(S)∫ f (i0) dµ− (S)

∫
f (i0, n) dµ

∣∣∣∣ ≤ 1

n
.

Lu�am n astfel încât 1
n
< ε

(
e.g. n =

[
1
ε

]
+ 1

)
³i avem

|u− u (i0, n)| < ε

(doar u (i0, n) poate � calculat).

� În cazul Strategiei Discretizare � Trunchiere, lu�am n0 ∈ N∗ astfel încât n0 ≥ M,

prin urmare n0 ≥ f (i) pentru orice i ∈ N∗, avem (S)
∫
f (i, n0) dµ = (S)

∫
f (i) dµ. În

consecinµ�a, pentru orice i ∈ N∗:

|u− u (i, n0)| =
∣∣∣∣(S)∫ fdµ− (S)

∫
f (i, n0) dµ

∣∣∣∣ ≤
≤

∣∣∣∣(S)∫ fdµ− (S)

∫
f (i) dµ

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣(S)∫ f (i) dµ− (S)

∫
f (i, n0) dµ

∣∣∣∣ =
=

∣∣∣∣(S)∫ fdµ− (S)

∫
f (i) dµ

∣∣∣∣ ≤ 1

i
.

Lu�am i astfel încât 1
i
< ε

(
e.g. i =

[
1
ε

]
+ 1

)
³i avem

|u− u (i, n0)| < ε

(doar u (i, n0) poate � calculat). □

Reducerea Calculului pentru Teorema de Convergenµ�a Iterat�a

� În cazul Strategiei Trunchiere � Discretizare, lu�am i0 ∈ N∗ astfel încât i0 ≥ M ³i

din nou vedem c�a |u (i0, n)− u (i0)| ≤ 1
n
. Putem lua ni = i + 1. Avem u (i) = u (i0) = u

pentru i ≥ i0, prin urmare inegalitatea |u (i)− u| < 1
p
este valid�a pentru orice i ≥ i0.

Putem lua ip = i0 + p pentru a avea o secvenµ�a strict cresc�atoare.

� În cazul Strategiei Discretizare � Trunchiere, lu�am n0 ∈ N∗ astfel încât n0 ≥ M.

Avem u (i, n) = u (i, n0) = u (i) for any n ≥ n0 ³i orice i ∈ N∗ (pentru c�a n0 ≥ f (i)

pentru orice i ∈ N∗). Putem lua ni = n0 + i pentru a avea o secvenµ�a strict cresc�atoare.

Pentru c�a |u (i)− u| < 1
i
, putem lua ip = p+ 1. □
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4.3.5 Aplicaµia Final�a

Începem prin a de�ni, pentru orice p ∈ N∗, mulµimea Ap
def
=

∞⋃
n=p

[
n, n+ 1

2n

]
. De asemenea,

�e A
def
= A1. Dac�a m este o m�asur�a Lebesgue pe R, avem m (A) = 1 ³i m (Ap) = 1

2p−1

pentru orice p ∈ N∗.

Prima Parte.

Consider�am funcµia h : [1,∞) → R+ dat�a prin

h (x) =

 x, dac�a x ∈ A

1, dac�a x /∈ A
.

Putem calcula Fα
def
= Fα (h) pentru orice α ∈ R+. Pentru 0 ≤ α ≤ 1, avem Fα = [1,∞).

Pentru 1 < α ≤ 1
2
+1, avem Fα =

[
α, 1 + 1

2

]
∪A2 ³i pentru 1+ 1

2
< α < 2, avem Fα = A2.

Continu�am, pentru n ≥ 2, avem:

� pentru n ≤ α ≤ n+ 1
2n
, Fα =

[
α, n+ 1

2n

]
∪ An+1;

� pentru n+ 1
2n

< α < n+ 1, Fα = An+1.

Considerând un spaµiu m�asurabil monoton ([1,∞) , T , µ) , unde T = mulµime Borel pe

[1,∞) ³i µ : T → R+ este o m�asur�a Lebesgue pe [1,∞), vedem c�a:

� pentru 0 ≤ α ≤ 1, µ (Fα) = ∞;

� pentru 1 < α ≤ 1 + 1
2
, µ (Fα) = 2− α;

� pentru 1 + 1
2
< α < 2, µ (Fα) =

1
2

³i, dac�a n ≥ 2 :

� pentru n ≤ α ≤ n+ 1
2n
, µ (Fα) = n+ 1

2n−1 − α;

� pentru n+ 1
2n

< α < n+ 1, µ (Fα) =
1
2n
.

Acum, putem demonstra c�a (S)
∫
hdµ = 1. Într-adev�ar, pentru 0 ≤ α ≤ 1, avem

µ (Fα) = ∞ > α, prin urmare α∧µ (Fα) = α. Pentru α > 1, putem vedea c�a µ (Fα) < α,

prin urmare α ∧ µ (Fα) = µ (Fα). Este adev�arat, întâi, pentru 1 < α < 1 + 1
2
,

unde µ (Fα) = 2 − α < α. Apoi, dac�a α ≥ 1 + 1
2
, lu�am 1 < α0 < 1 + 1

2
³i avem

µ (Fα) ≤ µ (Fα0) < α0 < α. Cu aceste valori, putem vedea c�a α ∧ µ (Fα) < 1 pentru

orice α ̸= 1, prin urmare 1 = 1 ∧ µ (F1) = sup
α∈[0,∞)

α ∧ µ (Fα) = (S)
∫
hdµ. Este de notat

faptul c�a calculul (S)
∫
hdµ nu este "sharp", pentru c�a (S)

∫
hdµ = 1 nu este o soluµie a

ecuaµiei α = µ (Fα) (aceast�a ecuaµie nu are soluµie).

A Doua Parte.

Bazându-ne pe Prima Parte, vom studia un exemplu mai complicat. Spaµiul m�asurabil
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luat în considerare va � (T, T , µ), unde T = [0,∞) , T = o mulµime Borel pe [0,∞) ³i

µ : T → R+ va � o m�asur�a Lebesgue. Vom studia funcµia f : [0,∞) → R+, de�nit�a prin

(vezi Prima Parte)

f (x) =

 h (x) , dac�a x ∈ [1,∞)

tan
(
π
2
x
)
, dac�a x ∈ [0, 1)

.

Rezult�a c�a, pentru orice x ∈ R+, avem Fα (f) = Aα ∪Bα, unde

Aα = Fα (h) = {x ∈ [1,∞) | f (x) = h (x) ≥ α}

³i

Bα =
{
x ∈ [0, 1) |f (x) = tan

(π
2
x
)
≥ α

}
=

[
2

π
arctanα, 1

)
cu µ (Bα) = 1− 2

π
arctanα. Pentru c�a µ (Fα (f)) = µ (Aα)+µ (Bα), pentru orice α ∈ R+,

vedem c�a:

� pentru 0 ≤ α ≤ 1, µ (Fα) = ∞;

� pentru 1 < α ≤ 1 + 1
2
, µ (Fα) = 3− α− 2

π
arctanα;

� pentru 1 + 1
2
< α < 2, µ (Fα) =

3
2
− 2

π
arctanα;

³i, dac�a n ≥ 2 :

� pentru n ≤ α ≤ n + 1
2n
, µ (Fα) = n + 1 + 1

2n−1 − α − 2
π
arctanα (în particular,

µ (Fn) = 1 + 1
2n−1 − 2

π
arctann −→

n
0 ³i Condiµia (G) este îndeplinit�a);

� for n+ 1
2n

< α < n+ 1, µ (Fα) = 1 + 1
2n

− 2
π
arctanα.

Se poate veri�ca c�a funcµia α → µ (Fα) este continu�a pe (1,∞). Vom folosi o estimare

preliminar�a, anume, pentru orice 2 ≤ n ∈ N:

µ (Fn) = 1 +
1

2n−1
− 2

π
arctann ≤ 1 +

1

n
− 2

π
arctann = 1 +

1

n
− 2

π

(
π

2
− arctan

1

n

)
=

=
1

n
+

2

π
arctan

1

n
<

1

n
+

2

π

1

n
<

2

n
.

Acum, ne preg�atim s�a calcul�am (S)
∫
fdµ aproximativ, folosind metoda celor doi

pa³i. Calculul va � dat cu o eroare mai mic�a decât ε = 1
100

.

Calcul cu Metoda Simpl�a a celor Doi Pa³i

� În cazul Strategiei Trunchiere � Discretizare, putem lua i0 = 2, pentru c�a, în

acest caz, µ (Fi0) < i0

(
vezi estimarea preliminar�a : µ (Fi0) <

2
i0

)
³i orice i ≥ 2 va �

satisf�ac�ator. De asemenea, lu�am n =
[
1
ε

]
+1 = 101. Aproximarea "bun�a" este u (i, n) =
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u (2, 101) .

� În cazul Strategiei Discretizare � Trunchiere, calculele sunt similare cu cele din

cazul (STD), interschimbând i ³i n.

Folosind un program JavaScript obµinem (evident, egale) valorile

u (2, 101) = 1.2178217821782178 (STD)

u (101, 2) = 1.2178217821782178 (SDT).

Calcul folosind Teorema de Convergenµ�a Iterat�a

Conform algoritmului, putem lua p (ε) =
[
2
ε

]
+ 1 = 200 + 1 = 201.

� În cazul Strategiei Trunchiere � Discretizare, putem lua ni = i + 1, ip = i0 + p ³i

i0 = 2. Conform algoritmului:

ip(ε) = i0 + p (ε) = 2 + 201 = 203

n (ε) = nip(ε)
+ 1 = n203 + 1 = 203 + 1 + 1 = 205

σ (n (ε)) = ip(ε) = 203.

Aproximarea "bun�a" este

u (σ (n (ε)) , n (ε)) = u (203, 205) .

Utilizând un program JavaScript am obµinut valoarea

u (203, 205) = 1.2177295007254347.

� În cazul Strategiei Discretizare � Trunchiere, putem lua ip = p + 1, ni = n0 + i ³i

n0 = 2. Conform algoritmului:

ip(ε) = i201 = 202.

n (ε) = ni201 + 1 = 2 + i201 + 1 = 2 + 202 + 1 = 205

σ (n (ε)) = ip(ε) = 202.

Aproximarea "bun�a" este
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u (σ (n (ε)) , n (ε)) = u (202, 205) .

Utilizând un program JavaScript am obµinut valoarea

u (202, 205) = 1.2177295007254347.

Remarc�a Final�a.

De fapt, calculul (S)
∫
fdµ poate s�a �e f�acut brusc. Anume, folosind calculul aproxi-

mativ anterior, am v�azut c�a (S)
∫
fdµ ∈

(
1, 1 + 1

2

)
. Acest lucru ne determin�a s�a c�aut�am

o soluµie α0 ∈
(
1, 1 + 1

2

)
a ecuaµiei α = µ (Fα (f)) ³i aceast�a soluµie va � cu siguranµ�a

egal�a cu (S)
∫
fdµ. Pentru α ∈

(
1, 1 + 1

2

)
, ecuaµia α = µ (Fα (f)) devine(

α = 3− α− 2

π
arctanα

)
⇔

(
α +

1

π
arctanα =

3

2

)
.

Ultima ecuaµie are soluµie unic�a α0 ∈
(
1, 1 + 1

2

)
. Într-adev�ar, considerând funcµia con-

tinu�a strict cresc�atoare φ : R+ → R, φ (α) = α + 1
π
arctanα, avem φ (1) = 1 + 1

4
< 3

2
³i

φ
(
3
2

)
= 3

2
+ 1

π
arctan 3

2
> 3

2
, deci exist�a α0 (unic�a) astfel încât φ (α0) =

3
2
.

Rezolvând numeric ecuaµia α+ 1
π
arctanα = 3

2
obµinem soluµia α0 = 1.21872201352426

(folosind Matlab) care con�rm�a rezultatul precedent.



Concluzii

În aceast�a tez�a, am studiat noi direcµii de aplicare a teoriei m�asurii generalizate, folosind

integralele Choquet ³i Sugeno, în urm�atoarele domenii: economie - piaµa de capital,

psihologie ³i calcul aproximativ.

În domeniul economic am studiat un nou model de decizie matematic�a bazat pe

integrala Choquet. Am introdus o metod�a de selectare a celor mai probabili viitori

clienµi investiori (investitori virtuali) ai unei companii de brokeraj pe piaµa de capital.

Consider�am c�a aceast�a metod�a este nou�a ³i poate � folosit�a în diverse situaµii de decizie.

În domeniul psihologiei am studiat câteva modele matematice bazate pe integrala

Choquet, descriind modul în care sunt procesate undele de tip EEG pentru a caracteriza

nivelul de Deschidere ³i nivelul de Anxietate. Modelele au fost validate comparând val-

orile lor cu valorile determinate prin utilizarea metodelor clasice (teste psihologice). Am

construit modele de agregare, folosind datele rezultate din m�asur�atorile subiecµilor. Am

folosit integrale nonliniare (integrala Choquet) ca instrument de fuziune (Data mining).

Aceste modele matematice pot � considerate modele de înv�aµare automat�a. În câµiva

ani, în funcµie de rezultatele cercet�arilor din domeniul psihologiei, aceste modele pot �

ra�nate ³i aprobate ³i pot deveni utile tuturor categoriilor de psihologi.

În domeniul calculului aproximativ am studiat o procedur�a practic�a pentru calculul

aproximativ al integralei Sugeno a unei funcµii m�asurabile pozitive generale care respect�a

o m�asur�a generalizat�a monoton�a. Am folosit metode în doi pa³i (metoda simpl�a în doi

pa³i ³i metoda topologic�a folosind teorema de convergenµ�a iterat�a). Aceste metode reduc

calculul general la calculul bine-cunoscut în cazul discret �nit, care poate � realizat cu

metode asistate de calculator.
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Dezvolt�ari viitoare

Scopul acestei teze de doctorat este de a dezvolta noi direcµii de aplicaµii ale teoriei

m�asurii generalizate, numit�a ³i teoria fuzzy, folosind integralele Choquet ³i Sugeno. Am

dezvoltat noi modele matematice în domeniile pieµei de capital, psihologiei ³i calculului

aproximativ.

Bazându-ne pe modelele matematice dezvoltate, putem continua cercet�arile în domeni-

ile abordate.

În domeniul economic putem continua crearea unui model de decizie în domeniul

bancar. De exemplu, un model pentru o banc�a care trebuie s�a selecteze cei mai eligibili

clienµi pentru a acorda credite imobiliare.

În domeniul psihologiei, putem continua cercet�arile folosind un nou aparat de tip

NeuroSky, cu doi senzori activi, pentru m�asurarea undelor EEG (am folosit un aparat

cu un singur senzor activ). Un inconvenient major al modelelor create de noi este c�a

m�asura este recalculat�a de �ecare dat�a, iar cu un volum foarte mare de date, avem nevoie

de putere mare de calcul. În acest sens, metoda noastr�a poate � ra�nat�a, încerc�am s�a

reutilizam vechea m�asur�a ³i noile date pentru a calcula o m�asur�a nou�a, mai precis�a. O

alt�a direcµie viitoare este folosirea teoriei m�asurii generalizate ³i a integralelor nonliniare

pentru a face predicµii cu privire la crizele pacienµii cu epilepsie, deoarece exist�a cercet�ari

de specialitate care arat�a c�a undele EEG se modi�c�a la pacienµii cu epilepsie, înainte de

o nou�a criz�a.

O idee de dezvoltare viitoare legat�a de integrala Sugeno, ar � folosirea metodei prezen-

tate în aceast�a tez�a pentru a reface calculele din anumite lucr�ari de specialitate în care

m�asurile au fost discretizate forµat ³i ulterior utilizate pentru calcul.
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