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Capitolul 1. Introducere

Tn aceast3 tezd de doctorat ne ocupam de diverse aspecte ale teoriei spatiilor Kothe- Bochner. Credem c3 un scurt istoric al
acestei teorii se impune.

Totul incepe in 1934, cu articolul seminal [23], semnat de matematicienii germani Gottfriend Kothe si Otto Toeplitz. G. Kothe
(1905-1989) fusese asistentul lui O. Toeplitz (1881-1940) la Bonn. De altfel, intdlnirea cu Toeplitz i-a schimbat decisiv orientarea lui Kothe
(initial algebrist — are o faimoasa conjectura privind idealele) care a devenit un nume mare in Analiza Functionala — teoria spatiilor vectoriale
topologice. Tn articolul [23] se introduceau si se studiau asa numitele ,Stufenrdume” — spatii de siruri care pot fi considerate ca “stramosii”
spatiilor Kothe de astazi si au avut o influenta importanta in dezvoltarea ideilor de dualitate in Analiza Functionald. De notat ca G. Kothe a
revenit asupra acestor spatii intr-un singur articol, anume [22].

Punerea in cadrul natural a spatiilor Kothe avea sa urmeze, prin lucrarile matematicienilor olandezi Wilhelmus Anthonius
Josephus Luxemburg (n. 1929) si Adriaan Cornelis Zaanen (1913-2003). Mai precis, in 1955 apare teza de doctorat [26] a lui W.AJ.
Luxemburg, sub conducerea lui A.C.Zaanen, viitor membru al Academiei Olandeze. Tn aceasta tezi se introduc spatiile Kothe in forma
actual3, ca spatii (de clase) de functii masurabile — generalizare a spatiilor Lebesgue LP. Ulterior, cei doi matematicieni olandezi pun la punct
teoria spatiilor Kéthe intr-o serie de articole [27]. Teoria acestor spatii Kothe s-a dezvoltat in continuare, prin eforturile celor doi
matematicieni olandezi si ale elevilor lor (in special scoala condusa de A. C. Zaanen), precum si prin contributiile altor matematicieni. De
notat cad denumirea de “spatii Kéthe” a fost propusa de J. Dieudonné (v. [14]). Anumite erori din articolul [14] au fost corectate in [30]. O
prezentare sistematica a rezultatelor de baza privind spatiile Kothe se gdseste in monografia [33] a lui A.C.Zaanen, precum si, in monografia
[8] a lui I.Chitescu. Pentru o prezentare mult mai dezvoltatd se poate consulta monografia [28].

De foarte multe ori, in teoria spatiilor de functii apare urmatoarea idee naturald de generalizare: se considera, spatii de functii
scalare si, apoi, pe cat posibil, se considera ,,aceleasi spatii de functii” dar de data aceasta, cu valori intr-un spatiu mai general decat spatiul
scalarilor (de obicei se considera drept spatiu mai general un spatiu Banach). Cand spunem “aceleasi spatii de functii” intelegem ca noul
spatiu de functii (cu valori intr-un spatiu mai general) este definit printr-o schema asemanatoare (aproape identica) cu cea folosita la
definirea spatiului initial.

Sd consideram, in acest sens, spatiile lui Lebesgue LP, urmand schema din [15]. Pentru un spatiu cu masura (T, T, u) si un numar
1< p < oo, spatiul LP (i) se defineste dupd cum urmeazi. intai se defineste spatiul £L? (1), format cu toate functiile u-masurabile f: T — K
(K=R sau C, corpul scalarilor) pentru care [|f|Pdu < o, care este seminormat cu seminorma f +— (flfl”du)l/l’ = N, (f). Spatiul nul al
acestei seminorme este M (u) = {f € L”(y)|Np = 0} si este format cu acele functii f: T — K care sunt nule u-aproape peste tot. Atunci
spatiul cat LP (u)=LP (1) |y, devine spatiu normat cu norma f— N, (f) (pentru orice reprezentant f € f, definitie coerents).

Trecerea la cazul vectorial se face conform celor discutate anterior. Fie X un spatiu Banach. intai se considera spatiul vectorial
My () = {f:T - X|f este u — masurabild} (definitia u-masurabilitatii in cazul vectorial este mai delicatd si caracterizarea functiilor
vectoriale u-masurabile a fost definitivatd de B.J.Pettis). Pentru orice f € My (u) definim functia (scalard u-masurabild) |f|: T - R, dat3

prin [£1() = |If (©)Il. Acum putem defini analogul spatiului LP (i), anume Ly (u) = {f € Mx(y)|Np(f) < 00} unde N, (f) = (flfl"dy)l/l’
(remarcam ca notatia Np(f) este aceeasi ca in cazul scalar, deoarece in cazul particular scalar reobtinem vechiul rezultat). Se vede ca L;(y)
este seminormat cu seminorma f +— N, (f) si ca spatiul nul al acestei seminorme este My (1) = {re £§(M)|Np(f) =0}={f:T > X|feste
nuld p -aproape peste tot}. Atunci, spatiul cat L% () & Lz(u)mx(#) se normeaz3 cu norma f +— N, (f) (pentru orice reprezentant f € f,
definitie coerenta).

Dupa cum se vede, spatiile Lf( (w), “generalizarea vectoriald” a spatiilor LP (i), au fost obtinute prin “translatarea” schemei care
genereazad spatiile LP (u).

Urmand exact acelagi mod de gandire, putem generaliza spatiile Kthe L, (clase de functii mdsurabile scalare — analogul spatiilor
LP(u)) ajungand la spatiile Kothe — Bochner Ly(p) (clase de functii masurabile vectoriale — analogul spatiilor Lf((u)). Amanuntele de
constructie apar in corpul principal al lucrarii. Denumirea (standard) de spatii Kothe — Bochner este justificatd, pe de-o parte de faptul ca
aceste spatii sunt generalizarea vectoriala a spatiilor Kothe scalare (in sensul discutat anterior) si, pe de altd parte, de faptul ca
matematicianul american Salomon Bochner (1899-1982) a extins integrala (scalara abstractd) a lui Lebesgue la integrala vectoriald care fi
poarta numele.

Teoria spatiilor Kothe — Bochner este foarte recenta (cu inceputul in anii 1970). Cu toate acestea, literatura dedicatd acestei teorii
este deja foarte mare si putem spune ca spatiile Kothe — Bochner constituie un capitol cu o identitate bine stabilitd in cadrul Analizei
Functionale. Tn acest sens, monografia [24] cuprinde multe rezultate si o bibliografie extrem de bogati.

Teoria spatiilor Kéthe — Bochner are probleme specifice. Semnalam cateva tipuri de astfel de probleme:

1. Probleme legate de proprietati valabile in cadrul spatiilor Kothe (scalare) care se pastreaza in cadrul mai general al
spatiilor Kothe — Bochner. De exemplu, completitudinea spatiului este echivalentd in ambele cazuri cu faptul cd norma functionald
generatoare are proprietatea Riesz-Fischer (v. Teorema 3.3.1.8).

2. Probleme de tipul urmator: ce legdtura este intre faptul ca spatiul Kéthe — Bochner Ly (p) are proprietatea (P) si faptul
cd, separat, spatiile L, si X au proprietatea (P)? Avem vreo implicatie? Avem echivalentd? Sau, poate nu avem nicio legdtura.

De exemplu: nu avem niciun raspuns la intrebare, in cazul cdnd (P) este proprietatea Dunford — Pettis. Pe de alta parte, daca (P)
este proprietatea Radon - Nikodym avem echivalentd intre faptul cd Ly(p) are proprietatea (P) si, separat, L, si X au proprietatea (P) (v.
Teorema 3.6.17 din [24]). La fel, daca (P) este proprietatea de reflexivitate (v. Teorema 4.1.11).

n ceea ce priveste chestiunea generali de mai sus, o “reguld de urmat” ar fi urmatoarea.



- Spunem ca o proprietate (P) este ereditara dacd, pentru orice spatiu Banach Y cu proprietatea (P) rezultd cd orice subspatiu
inchis al lui Y are proprietatea (P). De exemplu, reflexivitatea este ereditara.

- Dacd Ly (p) are proprietatea ereditara (P), atunci L, si X, separat,au proprietatea (P).

Mentiondm c3, in demonstrarea Teoremei 4.1.11 privind reflexivitatea lui Ly(p) nu am ficut uz de aceastd reguld, preferand
demonstratia directa (implicata de rezultatul anterior).

Tn legétura cu aceastd chestiune, rezultate importante pot fi gasite in [1], [12] si [18] (succesiune de rezultate privind convexitatea
uniforma a lui Ly (p)).

3. Probleme legate de geometria spatiilor Kothe — Bochner. Am mentionat, deja, in acest sens, articolele [1], [12], [18]
in care este rezolvati succesiv problema convexititii uniforme a spatiilor Ly (p). In acelasi sens, avem urmétorul rezultat din [24] (Teorema
3.4.2). Spatiul Ly(p) (lucrdm cu un spatiu cu masura finitd) este strict convex dacd si numai dacd, separat, L, si X sunt strict convexe.
Rezultate interesante n acest sens pot fi gasite in [4], [5], [19], [20], [25].

Considerand proprietatea Radon - Nikodym (asa cum este in general acceptat) ca o proprietate geometrica, ne-am referit la ea
n Capitolul 4., Teoremele 4.1.7 si 4.1.9. Alte probleme legate de geometria spatiilor Kéthe — Bochner nu au fost abordate in prezenta teza.

4, Probleme legate de teoria produselor tensoriale. Tn mod specific, este clar ca avem o scufundare naturald a produsului
tensorial L, ® X in Ly (p). Norméand produsul tensorial L, ® X cu o cross-norma (normd tensoriald) si trecdnd la completatul L, ® X putem
discuta despre probleme legate de relatii de tipul: L, ®RXc Ly(p), L, KXo Ly (p). Problematica este inspirata de relatia clasica L} (1) =
L () ® X (adics L% (w) este completatul lui L* (1) @ X pentru norma proiectivé). Putem cita urmatorul rezultat din [24] (Teorema 6.4.10).
Se presupune cd L, este separabil si reflexiv (pe un spatiu cu masura finitd) si spatiul Banach X are proprietatea Radon - Nikodym. Atunci
L, ® X are proprietatea Radon - Nikodym.

Mentionam ca nu ne-am ocupat in teza de problemele de acest tip. Intentionam ca, pe viitor, sa abordam probleme legate de
legatura dintre produsele tensoriale si spatiile Kothe — Bochner.

5. O problema deosebit de importanta si naturala este problema studiului operatorilor liniari si continui pe spatii Kéthe

— Bochner. In prezenta tezi ne ocupam de dualul spatiilor Kéthe — Bochner (v. Capitolul 4, Teoremele 4.1.7, 4.1.9, 4.1.10).

Cu mentiunea cd nu am gasit material bibliografic referitor la teoria generala a operatorilor liniari si continui pe spatii Kothe —

Bochner, ne propunem ca, pe viitor, sd ne ocupam de aceasta problema.

n cele ce urmeaza, prezentam, pe scurt, continutul prezentei teze de doctorat, punand in evident3 partile originale. Subliniem
faptul cd toate rezultatele din teza au fost obtinute in colaborare cu colegul Razvan-Cornel Sfetcu, sub indrumarea conducatorului stiintific
prof. univ. dr. lon Chitescu.

Capitolul 2 este intitulat “Notiuni preliminare”. Se prezinta notiunile si notatiile standard folosite in lucrare, cu accent pe teoria
spatiilor Kéthe clasice (scalare).

Capitolul 3 este intitulat “Spatii Kothe- Bochner. Proprietdti fundamentale”. Acest capitol este bazat pe un articol pe care
intentiondm sa il publicam si la a carei definitivare lucrdm. Se incepe cu o introducere (formata din paragrafele 3.1 si 3.2) in care se prezinta
spatiile Kothe- Bochner care sunt extinderea vectoriald a spatiilor Kothe clasice (scalare). Subliniem, in legatura cu notiunile preliminare din
paragraful 3.2 urmatoarele doua fapte:

a) Definitia adoptata pentru spatiile Kothe- Bochner este usor diferita de definitia folositd de Pei-Kee Lin in monografia (acum
clasicd) [24]. Anume, definitia folosita de noi este mai generald, eliminand anumite conditii din [24] (vezi pag. 149 pentru
definitia folositd de Pei-Kee Lin).

b)  Exemplul cu care se incheie paragraful 3.2 este original.

Paragraful 3.3 este intitulat “Rezultate”.

Primul subparagraf (numerotat cu 3.3.1) este dedicat completitudinii spatiilor Kéthe- Bochner si descrierii spatiilor de functii cu
valori in subspatii inchise. In esentd demonstrdm faptul ¢ spatiile Kothe- Bochner sunt complete atunci si numai atunci cdnd norma
functionald generatoare are proprietatea Riesz-Fischer. De asemenea, aratam ca spatiul in care iau valori functiile poate fi nuantat.
Subparagraful 3.3.1 este in intregime original.

Subparagraful 3.3.2 este dedicat topologiei convergentei in p-masurd si relatiei acestei topologii cu topologia canonica a spatiilor
Kothe- Bochner. Acest subparagraf foloseste ca idee de baza introducerea topologiei in p-mdsura (care generalizeaza topologia in masura
si este mai slaba decat topologia canonicd) asa cum a fost introdusa in monografia [8] a prof. lon Chitescu. Dezvoltarile ulterioare din
subparagraf apar in acest sens. Putem considera ca originala trecerea de la scalar la vectorial in cadrul acestui subparagraf.

Subparagraful 3.3.3 este dedicat convergentei sirurilor in spatiile Kéthe- Bochner si este in intregime original. Se prezinta
rezultate care generalizeazd teoremele clasice ale teoriei masurii privind sirurile de functii masurabile. Tn acest scop, se introduce si
generalizarea convergentei asimptotice (aproape uniforme). Folosind in asociere convergenta in topologia canonicd, convergenta in p-
mdsura si convergenta p-aproape uniforma, se obtin rezultate de tip Egorov, Slutsky si legdturi intre diversele tipuri de convergentd.
Subliniem ca fapt important ideea de a folosi norma functionala introdusd de Dan Tomescu in [32], fapt care a permis obtinerea de rezultate
fine n absenta proprietatii Riesz-Fischer (v. Corolarul 3.3.3.12, Propozitia 3.3.3.13 si Corolarul 3.3.3.14). Am ilustrat rezultatele obtinute cu
numeroase exemple si contraexemple.

Ultimul capitol, anume capitolul 4, este intitulat “Spatii Kothe- Bochner, proprietdti speciale”. Anumite parti din acest capitol
au fost deja publicate (paragraful 4.2 si 4.3) iar celelalte parti vor fi inaintate spre publicare in mai multe articole.

Primul paragraf, numerotat 4.1, este dedicat dualului spatiilor Kothe- Bochner, in conjunctie cu proprietatea Radon - Nikodym.
La inceput se prezintd cateva notiuni standard privind Radon - Nikodym. Am considerat necesar sd prezint o versiune care poate fi
consideratd ca originald a teoremei de localizare 4.1.3, cu demonstratie amanuntita. In continuare, restul paragrafului este intitulat
“Rezultate” si este in intregime original. Dupa o pregdtire tehnicd, insumand mai multe rezultate, dintre care mentiondm Teorema 4.1.5
(Calculul normei in spatiul asociat), se ajunge la rezultatele principale ale paragrafului: Teorema 4.1.7 (Daca spatiul valorilor X are
proprietatea cd X’ are proprietatea Radon - Nikodym, atunci dualul spatiului Kéthe- Bochner Ly (p) este exact spatiul Kéthe- Bochner asociat
Ly, (p") ) si “reciproca” ei, anume Teorema 4.1.9 (Dac3 dualul unui LP (X, 1) este exact LI(X’, 1) , A fiind m3sura Lebesgue pe [0,1] si q fiind
conjugatul lui p, atunci X’ are proprietatea Radon - Nikodym). Ca o consecinta se obtine un rezultat similar ca ideatica cu rezultatele din
paragrafele urméatoare 4.3 si 4.4, anume Teorema 4.1.11 (Ly (p) este reflexiv daca si numai daca L, si X sunt simultan reflexive). n Teorema
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4.1.14, aratdm ca rezultatul din Teorema 4.1.7, obtinut in cazul cand atat norma functionald p, cat si norma functionala asociatd p’, sunt de
tip absolut continuu, rdmane valabil in unele cazuri cand p’ nu este de tip absolut continuu.

Paragraful 4.2 este dedicat spatiilor Kéthe- Bochner cu baza Schauder si unor calcule de aproximare in astfel de spatii. Si acest
paragraf este in intregime original. El se bazeaza pe articolul [9]. Se arata (Teorema 4.2.2) c3, daca X are baza Schauder si norma functionala
p este de tip absolut continuu, atunci orice element din spatiul Kothe- Bochner de functii Lx(p) poate fi aproximat cu functiile canonice
“finit dimensionale”. Exemplificdm apoi cu un exemplu concret privind spatiile Lorentz de siruri acest rezultat, ocazie cu care prezentdm
niste calcule de aproximare amanuntite, in doua versiuni.

Paragrafele care urmeaza (i.e. paragrafele 4.3 si 4.4) sunt bazate pe idei fundamentale privind spatiile Kothe clasice (scalare)
provenind din articolele [6] si [7], ele facand trecerea la spatiile Kothe- Bochner. Cu aceasta precizare, consideram ca paragrafele 4.3 si 4.4
pot fi considerate ca fiind in intregime originale.

Paragraful 4.3 este dedicat spatiilor Kéthe- Bochner care sunt in acelasi timp si spatii Hilbert sau hilbertabile si este bazat pe
articolul [10]. Tn [6] au fost complet caracterizate spatiile Kothe clasice (scalare) L, care sunt si spatii Hilbert, ca fiind spatii L? cu pondere.
Folosind acest rezultat, demonstram (Teorema 4.3.2.1) ca Ly (p) este spatiu Hilbert daca si numai daca, simultan, X si L, sunt spatii Hilbert.
Se prezintd si contraexemple aferente. Similar, in Teorema 4.3.3.3 ardtdm cd Ly (p) este hilbertabil dacd si numai dacd, simultan, X si L, sunt
hilbertabile (in anumite conditii).

Paragraful 4.4 este dedicat spatiilor Kothe- Bochner care sunt in acelasi timp si algebre Banach cu unitate. Tn [7] au fost complet
caracterizate spatiile Kothe clasice (scalare) L, care sunt si algebre Banach (comutative) cu unitate ca fiind spatii echivalente cu spatii L”.
Demonstram (Teorema 4.4.4) c, in conditiile in care X este algebra Banach cu unitate, Ly(p) este algebra Banach cu unitate daca si numai
dacd L, este echivalent cu un spatiu L (sau, echivalent, dacd si numai dacd Ly(p) si L* (X, 1) sunt spatii Banach echivalente.

n incheierea acestei introduceri, multumesc conducétorului meu stiintific, prof. univ. dr. lon Chitescu pentru indrumarea
continua si ideile pe care mi le-a oferit in timpul elaborarii prezentei teze de doctorat.

Capitolul 2. Notiuni preliminare

Vom considera urmatoarele notatii: R, = [0, %), R,=[0,00)U{ o}, K= R sau C, N ={0,1,2,...}.

Dacd f: X — Y este o functie si d#AcCX, notdm cu f|, restrictia lui f la A. Similar, daca (X,t) este un spatiu topologic si, p#ACX,
notam cu t| 4 topologia indusd de T pe A.

Fie T#0 si P(T) multimea partilor lui T. Pentru orice AE P(T) consideram functia ¢4: T = R, functia caracteristica a lui A, datd
prin @,(t)=1, daca tEA si @,4(t)=0, daca t&A. Dacd ¢: T — K si X este spatiu normat, vom defini, pentru orice x€X, functia ¢x: T =X prin
@x(t)= @(t)x. Pentru orice f:T-X definim |f|:T— R, prin |f|(t)=]|f (t)||. Dacd A este nevidd vom scrie (x;);;; CA pentru o familie de
elemente din A, adicd x; € A, oricare ar fi i€ I . In particular, dacd I= N, avem un sir (x;);cy. Dacd (A, <) este o multime preordonat, avem
un sir generalizat (x5) sea- De multe ori vom scrie numai (x;); in loc de (x;) ;-

Un spatiu cu mésurd este un triplet (T,7,u), unde T#d (T oarecare), T < P(T), T este o o-algebra, u: T — R, este masura (adicd
m(d)=0 si p(Useq Ap)=Ym—q 1(4,) pentru orice sir (4,,), € T disjunct) si p nu este identic nuld (u(T)>0).

n plus, vom presupune ci u este completd, adica: daci notdm N (u) = {A € T | u (A)=0} avem BCAE N (1)=BE NV (u). Vom
mai presupune ca QL este o-finita (adica exista o familie cel mult numarabild (4,,),, © T astfel incat U, A, =T si u(4,) < o, oricare ar fin).

in particular, in cazul cand T=N, 7= P(N) si u(A)=card(A) (daci A este finitd) si p(A)= o (daci A este infinitd), vom spune ci u
este masura de numarare.

Pentru functia scalara f: T — K, notiunile de u-masurabilitate si p-integrabilitate sunt cele clasice.

Fie M(w)={f:T - K|f este p — masurabild}care este spatiu vectorial. Un subspatiu vectorial al lui M(p) este N(p)={f: T—-K|f(t)=0
p-apt} (adicd f(t)=0 p-aproape peste tot &{teT|f(t)#£0}e N (u)).

Putem factoriza:

def
Introducem relatia de echivalenta pe M(p): f~géf(t)=g(t) p-apt (adica {teT|f(t)=g(t)}e N (W)).
Se vede ca f~gef-ge N(p).
Multimea cét a claselor de echivalentd este M (W) |y, £L(u)=L. Deci scriem f ELsife f (fe M(p)).

Notdm cu M, (u)={u:T— R, |u este u-masurabild} (adicd VAC R,, A borelian3, u=1(A) € T').
Definitia 2.1. Se numeste p-norma functionald sau, pe scurt normé functionald o functie p: M, (1) — R, cu propriettile:

a)  p(u)=0 u(t)=0 p-apt;

b)  p(u+v)< p(u)+ p(v) pentru orice u, vin M, (p) (p este subaditiva);

c) plau)= ap(u) pentru orice a €[0,0) si orice u€ M, () (p este pozitiv omogend); (au€ M, (u) se defineste prin (au)(t)= au(t)
pentru orice t€T si folosim conventia Ou0);

d) Daca u<vin M,(u), avem p(u)< p(v) (p este crescdtoare).



Rezultd ca: u=v p-apt = p(u)= p(v).
Retinem implicatia importantd (p(u)< oo =u(t) < co p-apt).
Notatie: Pentru orice A € T, notam p(A) & p(¢,). Prin urmare p(T)>O0.
Rezulta: p(AUB) < p(A) + p(B), pentru orice A, Bdin 7.
Definitia 2.2. Fie p o norma functionala .
1. Spunem cd p are proprietatea Riesz-Fischer (si scriem p R-F) dacd pentru orice sir (u,), € M, (1) cu Yx_; p(u,)<co avem

p(Ei=q ) <c0.
2. Spunem cd p are proprietatea slabd a lui Fatou (si scriem p w F) dacd pentru orice sir crescitor (u,,),, © M, (u) cu sup p(u,)<oo,
n

avem p( sup u,)< oo.
n
3. Spunem cd pare proprietatea lui Fatou ( si scriem p F) dacd pentru orice sir crescator (u,), € M, (1) avem p(
Sup Uy )= sup p(un).
n n
Observatie importantd. Se poate arata (v. [8] sau [33]) cd avem urmatoarea echivalenta:
p R-F & Pentru orice sir (u,), € M, (u) avem p(Xo-i uy,) < Speq p(Uy)-

Teorema 2.3.pF=> pwF= pR-F.

Teorema 2.4. a) p w F& existd un numar k=1 (numit constanta lui Amemyia a lui p) cu proprietatea ca pentru orice sir (u,,),, © M, (1) avem
p(lim inf u,,) <k lim inf p(u,,)

b) p F & pentru orice sir (u,),, € M, (1) avem
p(lim inf u,) < liminf p(u,)

(constanta lui Amemyia a lui p este egala cu 1)

Definitia 2.5. (Norma functionala a lui Tomescu).

Fie p o norm functionald. Definim pp:M, (1) = R, prin pp(u) = inf{32.; p (w)lu, € My (W), ¥, u,, = u}.

Teorema 2.6.

pr este norma functionalgd;

pr R-F;

pr=p;

p=pr= pRF

Daca r este o norma functionald cu proprietatile r< p si r R-F atunci p; >r (adica p; este cea mai mare norma functionald cu
proprietatea R-F care este mai mica decat p).

uhwNE

Un exemplu util este prezentat in cele ce urmeaza:

2?{’:1M daca {n € N|u(n) # 0} este finitd

)
n2

Daci u este masura de numdrare si p:M, (1) - R, este definit3 prin p(u)={
o, dacd {n € N|u(n) # 0} este infinita

avem pr(u)= Yy, %, oricare ar fi ue M, (u).
Definitia 2.7. Norma functionald p se numeste de tip absolut continuu (in scris pac) dacd are urmdtoarea proprietate: Pentru orice sir
(up), © M, (u) descrescétor cu lim u,=infu,, =0 si astfel incat p(u,) < o, avem lim p(u,,)=0.

n n n

Definitia 2.8. Dacd (T,T",u) este un spatiu cu masura si 1<p< oo, vom reaminti definitiile normelor functionale || ||,,.

1)  Presupunem 1<p < oo. Definim, pentru ue M, (u):

1
llull,=(f wPdp)e.
2)  Presupunem ca p=co. Definim, pentru u€ M, (u):
[lulle = inf{{supu(t)lt € T\N}|N este u — neglijabila}

Se stie cd: dacd 1<p <oo,avem || ||, Fsill I, ac, iar dacd p=co, avem || || F.



Observatie: in general, || || ac este falsd. De exemplu, dacd T=[0,1], T=multimile misurabile Lebesgue pe [0,1] si u este misura Lebesgue
pe [0,1], putem lua sirul (u,,), © M, (w) dat prin u,=@, , unde An=(0,i), n>1. Atunciu, 1 0si |lu,|l»=1 pentru orice n>1.
Discutand despre eventuala continuitate absolutd a normei functionale || ||, reamintim cd o multime A€ T se numeste atom
al lui u daca 0< p(A) < oo si pentru orice T 3BCA avem: sau u(B)=0 sau u(B)= u(A). Atunci, se aratd ca, daca u(T) < oo, avem echivalenta:
[| Il este ac & T este o reuniune finitd de atomi.

Definitia 2.9 (norma lui Orlicz).

Se numeste N-functie o functie M:R, — R, cu proprietdtile: M este continud, convexa si, in plus, lting@ﬂ, tlim @wo, O N-functie se
poate reprezenta sub forma M(u)=f0up(t)dt, unde p: R, = R, este o functie crescatoare, continua la dreapta, cu p(0)=0 si }imp(t) =
si astfel incat p(t)>0, oricare ar fi t>0. Rezultd cd M este strict crescdtoare, bijectiva de la R, la R,. Punem q:R, - R,,
q(s)=sup{t = 0|p(t) < s} si definim N: R, = R, N(v)= fovq(s)ds. Observam cd q si p au aceleasi proprietati (g se numeste inversa la

dreapta a lui p), p este inversa la dreapta a lui g si N este o N-functie.

Functiile M si N se numesc N-functii complementare in sensul lui Young. Norma functionald (norma lui Orlicz) este norma functionala
Py Mo (1) — R, definitd prin

pulu)=sup{[ uvdu |v € M, (W)si v este finita, NN(v) < 1},

unde NN(v)= N(v)du & [ N(v(x))du (x). Norma p,, este o normé functional3 cu proprietatea lui Fatou. Cu ajutorul lui p,, se construiesc

spatiile Kdthe asociate L,,,, notate Ly, si numite spatii Orlicz. Ele sunt spatii Banach (a se vedea constructia imediat urmdtoare).

Ly={f|f: T - Cmiasurabild si py (|f]) < oo}
inzestrat cu norma f ||f||M=pM(|f|). Aici f este clasa de egalitate y-apt aluif.

n continuare, definim spatiile Kéthe (scalare). Considerdam un spatiu cu masurd (T,7,u), o normé functionald p pe (T,7,u) si
notatiile anterioare. Pentru orice fEM(p) am introdus functia |f|:T— R, definitd prin |f|(t)= |f(t)|. Evident, |f| € M, (). Vom scrie p|f]|

inlocde p(|f]).

Notdm L, (p)= Lp={f € M(W|plf| < %} si numim pe L, spatiu Kothe de functii. Acest spatiu L, este seminormat cu seminorma

f= plfl.
Spatiul nul al acestei seminorme este N(), adica
{f € L,|pIfI = 0} ={f: T - KIf(t) = 0 p — apt}.
Factorizam si obtinem:
Lp W= Lp=Lp (u)lN(u)-
Spatiul L, se numeste spatiu Kothe. Elementele lui L, sunt clase de echivalentd pentru relatia de echivalenta (pe £,,) datd prin
f~g & f(t) = g(t) p — apt.
Prin urmare, putem scrie £, 3 f € fe L,.
Spatiul Lp devine spatiu normat cu ajutorul normei asociate seminormei descrise anterior:
f=Ifll=plf]
pentru orice reprezentant f € f.
Teorema 2.10. L, este Banach < p R-F.
Vom demonstra aceasta teorema intr-un cadru mai general (Teorema 3.3.1).

Tn cazul particular cand p=|| I, pentru un anumit 1<p< oo, obtinem spatiile Lebesque clasice:

Ly=LP () si L, = LP ().

in cazul cand p = py, obtinem spatiile Orlicz: £,,,, i L,,,-



Alte cazuri particulare importante de spatii Kothe sunt spatiile Lorentz si spatiile Marcinkiewicz.

Pentru notiunile si rezultatele prezentate pana acum, se pot consulta urmdtoarele materiale:

- Pentru Topologie Generala: [24] si [29].
- Pentru Teoria masurii si Integralei: [13], [15], [17], [33].
- Pentru Analizd Functionala: [11], [16], [31].

- Pentru Teoria Spatiilor Kothe L,: [8], [26], [27], [28], [33].

Capitolul 3. Spatii Kothe-Bochner. Proprietdti fundamentale

3.1. Introducere

Istoria spatiilor Kothe-Bochner (varianta vectoriald a spatiilor L) incepe, desigur, cu clasicele spatii Lebesgue LP. Multe generalizari
ale acestui spatiu au apdrut ulterior, printre care bine-cunoscutele spatii Orlicz. Matematicienii olandezi W.A.J. Luxemburg si A.C.Zaanen au
studiat spatiile L, intr-o serie de articole (v. [6]). Rezultatele obtinute de ei si de alti matematicieni s-au adunat in monografiile [8] si [33]. Se
pare cd numele de “spatii Kothe” dat spatiilor L, a fost sugerat de J. Dieudonné. Mentionam ca definitia spatiilor L, de aici nu este universals,
alte definitii usor modificate fiind in uz.

Urmdtorul pas important este considerarea spatiilor Kthe-Bochner, care sunt generalizarea spatiilor Kothe L, inlocuind spatiul
scalarilor K'in definirea spatiilor £, printr-un spatiu Banach nenul oarecare X.

3.2. Notiuni preliminare

Fie X spatiu Banach.

Dualul lui X este X’ ={F: X — K| F este liniara si continui}. Se stie cd X’ devine spatiu Banach cu norma
IFllo = sup{IF(x)lx € X, [Ix]| < 1}.

Fie (T,7,1) un spatiu cu masurd complets, si fie p:M, (1) = R, o norma functionald pe (T,T,u).

Notam: Ey (u)= functiile T-etajate cu valori in X, adica

Ex(w ={f:T> X|f are forma f = YL, @a%; cud; €T disjuncte si x; € X}
si My (1)= functiile u-masurabile cu valori in X, adica

My(W={f:T - X | f are proprietitile: a) Pentru orice multime boreliand B ¢ X , f~1(B) € T, b) Pentruorice A € T cu u(4) < o existd
T3McAcu u(M) =0siexists H c X, H cel mult numérabil3 asa ca f(A\M) c H}.

Dacd X = K, scriem E (i) in loc de Ex (@) si (evident) M (1) in loc de Mg (w).

Propozitia 3.2.1. Fie f: T — X. Atunci fe My(1) © Q) (fp)n € Ex(W), fn = f u-apt (teorema lui B.J.Pettis)
n

Daca fe My (u), atunci |f| € M, (p), unde |f|: T — R, este definita prin |f|(t)=]|f ()]l

Introducem spatiile Kéthe de functii vectoriale.

Fie p o norma functionala pe (T,7,u) si X un spatiu Banach. Definim

Ly(p)={f € Mx(W|plf| < o}, unde p|f| & p(If]).

Atunci Ly (p) este seminormat cu seminorma fi—p(f) & p|f].



n cazul p=|| Il 1<p< o0, avem Ly (p)=LP(X)= LP(X, p).

n cazul p = py;, avem Ly (p) = Ly(py), numit spatiu Orlicz de functii vectoriale.

Spatiul normat asociat lui Lx(p) se obtine factorizand Ly (p) prin relatia de echivalenta:
f~g © p(f-g)=0 © f=g p-apt.

Spatiul normat asociat este, de fapt, Ly (0)/ () Unde Ny (w)={f:T — X|f = 0 u — apt}).
Notim Ly (p)/-= Lx(P)/ g0 L (p),

care este normat cu norma

f=lIfl

“p(f)= plf]
pentru orice reprezentant f€ £.

n cazul p=|| Il 1<p< oo, avem Ly (p)=LP(X)= LP(X, p).

n cazul p = py;, avem Ly (p) = Ly (p4,), numit spatiu Orlicz vectorial.

Dacd X=K scriem (cum am facut deja) L (p)= L(p) =L, si Lx(p)=L(p)= L,. Este cunoscut faptul ca L, este Banach daca si numai dacd p este
R-F. Acesta este cazul spatiului L?, 1<p< oo si spatiului Orlicz.

~ def
Pentru X=R, spatiul L? este spatiu normat reticulat (spatiu Riesz), cu ordinea canonica f < § < f(t) <g(t) u — apt pentru orice reprezentant
fe f sige g.
Denumiri
Numim pe Ly (p) spatiu Kéthe de functii vectoriale. Numim pe Ly (p) spatiu Kéthe vectorial sau spatiu Kéthe-Bochner (practic,

folosim aceleasi denumiri, atat pentru spatiul de functii, cat si pentru spatiul de clase de echivalenta atasat, dar credem ca nu exista
posibilitate de confuzie, deoarece totul rezulta din context).

Este util s3 prezentam un exemplu de spatiu Kothe-Bochner:

Consideram spatiul cu masurad (N, P(N), u) cu méasura de numdrare . S& ludm un numar 1< p < o si spatiul Banach X=[?
constand din sirurile de scalari x=(x,,),, cu proprietatea cd Y;=|x, |P < o, normat cu norma x— ||x||p=(2,i°=1|xn|p)%. Vom considera p-
norma functionald p: M, (1) — R,, definité prin p(u)= (¥2_, u(m)”)%. Avem Ly (p)= Ly(p) (singura multime neglijabild este @). Si anume,
dacd fe Ly(p), scriem, pentru orice m natural:  f(m)=(Xpn)n,  Prin - urmare ||f(m)||p=(2;'f=1|xmn|1’)%. Atunci

1 1
[Ifll= p|f|=(2||f(m)|I§)P=(Z§2=1Z,‘;"=1|xmnI”)P si Lx(p) consta in toate matricele infinite (X, n astfel INCat X %, P < oo,

n contextul de mai sus se defineste spatiul vectorial
Ex(p)={f € Ex(Wplf| < oo}, adicd Ex(p)= Ex(u) N Lx (p).
Sevede ca, dacd f = YL, 04,%; € Ex(p) (cu 4; disjuncte), atunci p(4;) < ®, i=1,2,...,n (si reciproc).
Atunci putem defini
Ex(p)={f|f € Ex(W} < Lx(p),
adicd Ex(p)=mrx(Ex(p)), unde my: Ly(p) — Ly(p) este aplicatia canonici dati prin formula my(f)= f.
n cazul cand X = K, scriem EEE) in loc de E::(E).
Propozitia 3.2.2. Fie fe My (). Atunci exista un sir (f;,),, € Ex () astfel incat |f,,| < |f| pentru orice nsi f;, > f u-apt (v. [15]).
Din aceastad propozitie rezulta (v. [8])
Teorema 3.2.3. Se presupune ca p R-F si p ac. Atunci Z?Vx(p) este dens in Ly(p).
Monografia standard dedicata spatiilor Kothe-Bochner este [24]. Mentionam ca teoria prezentatd in [24] este putin mai

particulard decét teoria din prezenta tezd, deoarece in [24] se presupune ca functiile caracteristice ale multimilor de masura finita sunt in

L,



3.3. Rezultate.
3.3.1. Completitudinea. Functii ale caror multimi de valori sunt incluse in subspatii inchise.

Lema 3.3.1.1. Spatiul L, este Banach daca si numai daca pentru orice sir Cauchy (W) © L, astfel incat i, =0, pentru orice n, exista @i € L,
astfel incat i; > @i in L,
n

Lema 3.3.1.2. Presupunem p R — F. Fie (fn)n C Ly(p) un sir astfel incat Yo, plf,| < 0. Atunci:

1.  Avem convergentd u-apt, adica existd A€ T cu p(A)=0 astfel incat seria Yne1||f, (t)|| converge pentru orice tET\A.
2. Definim f:T-X prin f(t)=)q_, f,(t) oricare ar fi tET\A si f(t) = arbitrar in X daca t€A. Atunci avem f€ Ly (p) si, pentru orice n
natural,

plf = Xk=1fl < Xi=n+1Pfil ;’0-

Teorema 3.3.1.3. Urmdtoarele afirmatii sunt echivalente:
1. pR-F;
2. Pentru orice spatiu Banach X, Lx(p) este complet, adica Ly (p) este Banach (in particular, L, este Banach);

3. Existd un spatiu Banach X nenul astfel incat Ly (p) este complet, adicd Ly (p) este Banach.

Remarcd. Mai tarziu, vom da exemplul 3.3.2.11 care va arata cd, in cazul cand conditia p R-F este incalcatd, este posibil ca spatiul Ly(p) sa
nu fie complet.

Vom continua introducand cateva consideratii in ceea ce priveste masurabilitatea.

Fie X un spatiu Banach si fie YC X un subspatiu vectorial inchis. Scriem F(T,X) = {f:T -» X} si F(T,Y) ={f:T - Y} si putem
definiH(X,Y) : F(T,Y) » F(T,X) prin H(X, Y)(f)=F ,unde F(t)=Ff(t) pentru orice tET (H este liniara si injectiva) .

Lema 3.3.1.4.
Avem egalitatea
HOX, V) (My ()={f € Mx(WIf(T) € Y}
Corolar 3.3.1.5.
Avem H(X,Y)(Ly(p))={f € Lyx(p)) If(T) < Y}.

Deci, obtinem o izometrie P(X,Y): Ly (p) — Lx(p), P(X,Y)(f)=F, unde F= H(X, Y)(f). Aici, pe Ly (p), considerdm norma indus3
pe Ly (p).

n ceea ce urmeazé consideram un caz special de subspatiu Y al lui X, unde X este spatiu Banach nenul. Fie un element 0#x€X si
ludm Y=Sp(x)={ax|a € K} subspatiul generat de x. Pentru acest Y definim spatiul

L) & {f € Ly(DIf(T) € Sp(x)},

o

Ly(x) & {f € Ly()|f € L,(0)}.
n acelasi timp, definim spatiile Lyx = {(px|(p € Lp} silpx & {f|f S pr}.
Evident, L,x < L, (x) si Lyx < L, (x).

Teorema 3.3.1.6. Pentru orice x€X, avem L, (x)= L,x §i L, (x)= L,x.

Folosind acest rezultat, putem completa Teorema 3.3.1.3 cu urmatoarea:
Teorema 3.3.1.7. Urmdtoarele afirmatii sunt echivalente:
1) pRF

2)  Existd un spatiu Banach nenul X si 0#x€X astfel incat L, (x)= L,x este Banach;
3)  Existd un spatiu Banach nenul X si un subspatiu vectorial nenul inchis YCX astfel incat Ly (p) este Banach.
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Cu teoremele 3.3.1.3 5i 3.3.1.7 obtinem urmatoarea teoremd de sinteza

Teorema 3.3.1.8. Urmdtoarele afirmatii sunt echivalente:

O Uk wWNE

pR-F;

Lp este Banach;

Pentru orice spatiu Banach X, spatiul Ly (p) este Banach;

Existd un spatiu Banach X nenul astfel incat Ly (p) este Banach;

Exista un spatiu Banach nenul X si 0#x€X astfel incat L, (x)= L,x este Banach;

Existd un spatiu Banach nenul X si un subspatiu vectorial nenul inchis YCX astfel incat Ly (p) este Banach.

Remarcd. Putem citi echivalenta 1. <3. din Teorema 3.3.1.8 dupd cum urmeaza: L, are proprietatea (C) dacd si numai dacd Ly(p) are
proprietatea (C) pentru orice spatiu Banach X (aici (C) inseamnd completitudinea). Acest tip de echivalenta nu este valid intotdeauna.

De exemplu, vom considera drept proprietate (C) reflexivitatea. Este adevaratd implicatia Ly (p) este reflexiv pentru orice spatiu
Banach X = L, este reflexiv (deoarece ludm X=K). Implicatia inversd nu este in general adevdrats, ceea ce se vede dupd cum urmeazd.
Presupunem cd 0< p(T)< o si X nu este spatiu Banach reflexiv. Acceptdm cd L, este reflexiv. Vom vedea cd Ly(p) nu este reflexiv. Tntr-

adevar, ludm izometria liniard H:X— Ly (p), datd prin H(x)=

%(p’}’x. Atunci H(X) este subspatiu inchis in Ly (p). Daca Ly (p) va fi reflexiv, va

rezulta ca H(X) (si X) va fi reflexiv (fals).

Remarcd: De multe ori, are loc echivalenta:

Ly (p) are proprietatea (C) < L, si X au proprietatea (C). Un exemplu in acest sens este dat de Teorema 4.1.11.

3.3.2. Topologia convergentei in p-masura. Relatia cu topologia canonica.

Fie (T,7,u) un spatiu cu masurd, p o u-normd functionala si X un spatiu Banach.

Definitia 3.3.2.1. O functie ¢:[0, ©]—=[0, ) se numeste S-functie daca indeplineste urmatoarele proprietati:

(i)
(ii)

Existd 0 < a < oo astfel incat ¢([0, ©])=[0,a] si ¢ este strict crescitoare.
p(s+)< @(s)+ @(t), (V)ste [0, 0]

Functia ¢:[0, c0]—[0, o0), data prin (p(t)=ﬁ, daca 0<t< oo 5i ¢ (0)=1 este o S-functie (a=1).

Orice S-functie ¢ si “inversa” sa (definit3 pe [0,a]) @' sunt continue.

Pentru orice 0<a< oo i orice fe My (u), definim:

Afl > a) = {t e TIFIE® > a}sip(f] > a) € p((If] > @)

(flza) = {teTIfI() 2 a}sip(If1 2 @) = p((f] 2 @)

(a,f=a+p(If]| > a).

Pentru orice S-functie ¢ si orice 0 < a < o, scriem @(a, f) ¥ @((a, f)) si definim

£y & infip(a, la > 0} < oo.

Lema 3.3.2.2. Pentru orice S-functie ¢ si orice f,g€ My (u):

1.
2.
3.

110111,,=0;
£ Mo =ll1=F s
IF +gllle < NIf 1y + Hgllly.

Teorema 3.3.2.3. I. Considerdm un sir generalizat (f3)sea © My (u), f€ My (@) si @ o S-functie. Urmatoarele afirmatii sunt echivalente:

1.

fs ?f inT,.
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2. plf—fsl>a) —0 pentru orice 0<a< oo
3. plfs—fl=za) -0 pentru orice 0<a<oo.

Il. Avem T T, Pentru orice doud S-functii ¢, si @, .

01 =

Rezultatul teoremei 3.3.2.3,I1. poate fi interpretat dupd cum urmeazd: toate functiile ¢ genereaza o unica topologie T = 7, de
grup abelian semimetrizabil pe My (u). Notdm 7 =7, pentru orice S-functie . Deoarece T depinde de p, vom scrie t,,,(p) in loc de t.

Definitia 3.3.2.4. Vom numi t,,(p) topologia convergentei in p-mdsurd.

Cand f ?f?n (My (1), T,n(p)), vom spune ca (f5)s converge la f in p-mdsurd si vom scrie fs L) f (in particular f, %) f

o

in cazul sirurilor).

n general, grupul topologic semimetrizabil (My (1), 7,,,(p)) nu este separat. Mai precis, avem urmatorul rezultat:

Teorema 3.3.2.5. inchiderea lui {0} in (My (1), T, (p)) este spatiul vectorial Ny (u)={f: T — X|f(t) = 0 u — apt}.

n general, (My (1), T,,(p)) nu este spatiu vectorial topologic, dupd cum rezult din exemplul urmator.

Exemplul 3.3.2.6. Luam (T,7,u)=(N, P(N), ), unde u este masura de numarare (toate functiile sunt u-masurabile). Vom lucra cu X=K.
Definim norma functionald p: M, (1) — R, prin p(u)=sup{u(n)|n € N}.

Consideram functia fEM(u) datd prin f(n)=n pentru orice n€ N. Urmeazd ca (|%f| > 1)={n+ 1,n+2,..}, prin urmare
p (|1f| > 1)=1 pentru orice n€ N. Rezulta c3, sirul (if) nu converge la 0. [
n n°/n

n scopul de a studia structura de spatiu vectorial topologic a lui (My (1), T,,,(p)), vom introduce spatiul vectorial
Mynar={f € My()|o(If1 > n) = 0}. Aici n€ N.
Faptul cd M,,,, este spatiu vectorial rezulta din (|f + g| > n) c (|f| > g) U (lgl > g)

Observdm cd

Mmax={f € MX(M)|P(|f| >a) — 0}, unde a>0.

Teorema 3.3.2.7. 1. Grupul topologic (My (1), T,,(p)) are proprietatea c3, pentru orice a€K si orice subspatiu vectorial Mc My (), functia
Ta:M-M, T,(f)=af, este continua.

2.Subspatiul vectorial M,,,, echipat cu topologia indusa de t,,,(p), este un subspatiu vectorial topologic. Dacd Mc My (i) este subspatiu
vectorial, atunci M echipat cu topologia indusd de 7, este un subspatiu vectorial topologic dacad si numai dacd MC M, 4,

Remarci:
1. Tnexemplul 3.3.2.6, avem f& M.

2. Considerand spatiul masurabil (T,7,u) cu u(T) <oo, un spatiu Banach arbitrar X si norma functionald p=|| |, p(u)=f udy, ue
M, (), avem Myq, =My (1), deoarece N3y (If] > n)=@ pentru orice f€ My(u), deci u(If] >n) = p(If] > n) 0. Asadar,

My (1) cu topologia (uzuald) a convergentei in masura este spatiu vectorial topologic.
n general, grupul topologic semimetrizabil (My (1), 7,,,(p)) nu este complet, asa cum aratd exemplul urmétor.
Exemplul 3.3.2.8. Ludm (T,T,u), unde T= N, 7= P(N), u=méasurd de numarare, X=K si norma functionald p: M, (1) — R, dat prin

2

p(u)—{zz;l? daca {n € N|u(n) # 0} este finita
oo dacid {n € N|u(n) # 0} este infinita

Pentru orice n € N scriem A,,={1,2,3, ..., n} si ludm sirul (f,,),, cM(u), dat prin f,=@, . Dacd m> n avem fo,-fu=0 i1 n+2,..m}s

. 1 . 1 . .
deci p(1fyn = fol > @) < Xltpar =5 lfin = fullly < @ (@ + EMys =) pentru orice a>0, decilllfy = fullly < ¢ (Ena5)-
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Sirul (f,),, este Cauchy (aici ¢ este o S-functie arbitrard) deoarece ¢ este continua in 0.

Nu putem gasi nicio fEM(u) astfel incat f;, %}f.

Remarcd. Incompletitudinea din acest exemplu este din cauza faptului ca p nu este Riesz-Fischer. (Teorema 3.3.3.11).

Vom trece la studiul relatiei intre topologia 7(p) a spatiului Kéthe-Bochner Ly (p) si topologia ti,(p) indusd pe Ly(p) de
topologia 7, (p) (adica T4 () =T (p)/ zy()-

Primul rezultat este:
Teorema 3.3.2.9. Avem Ly (p) © M,,,,. Deci, Ly (p) cu topologia t,(p) este un spatiu vectorial topologic.

Rezultatul precedent spune ca pe spatiul vectorial Ly (p) avem doua topologii liniare: 7(p)=topologia spatiului Kéthe-Bochner si
7}, (p)=topologia convergentei in p-masura.

Relatia dintre aceste topologii este datd de :

Teorema 3.3.2.10. Avem t,(p) © 1(p), adica topologia convergentei in p-masura este mai slab3 decat topologia spatiului Kéthe-Bochner.

Remarcd. In general, topologia T(p) a spatiului K&the-Bochner este strict mai fina decat topologia 7}, (p) a convergentei in masura pe Ly (p).
(Remarca 1 din Exemplul 3.3.3.19 din paragraful urmator).

Exemplul 3.3.2.11. Consideram din nou scenariul din Exemplul 3.3.2.8. Sirul (f;,),, este Cauchy in topologia Kdthe-Bochner pe L,. intr-adevar,

dacd m>n, avem p|f,, — fn|=2ﬂn+1%m0. Nu existd f€ L, astfel incét f, 7an topologia K&the-Bochner. intr-adevir, pentru un astfel de f

vom avea f, %}f (in vederea teoremei 3.3.2.10) ceea ce nu este posibil, dupd cum am vazut in Exemplul 3.3.2.8. Atunci £, si L, nu sunt

complete (datorita faptului ca p nu are proprietatea Riesz-Fischer). [

Remarcd. De fapt, proprietatea Riesz-Fischer a lui p este o conditie necesara si suficientd pentru completitudinea lui Ly (p).

Tnchiderile spatiilor nule ale spatiilor vectoriale topologice (Lx(p), T(p)) si (£x(p), T4 (p) ) sunt egale, si anume

(0= W={f:T > XIf (1) = 0 — apt}.

(inchiderile in ambele topologii). Putem considera Ly (p)=Ly(p) /() cu cele doud topologii.

Presupunem p R-F. Am vazut c3 spatiul vectorial seminormat (L (p), T(p)) este complet, deci spatiul normat (Lx(p), || ||), adica
spatiul Kothe-Bochner este Banach. Pe de altd parte, putem considera spatiul vectorial topologic semimetrizabil (Ly(p), T&,(p)) (vezi
Teorema 3.3.2.9) a cirui topologie 7%, (p) este mai slab3 decat topologia 7(p) (vezi Teorema 3.3.2.10). Spatiul Ly (0)=Lx(p) /5y echipat
cu qti,(p)=topologia cat a lui ti,(p), este un spatiu vectorial metrizabil, topologia fiind mai slaba decat topologia K&the-Bochner. Vom

vedea (Teorema 3.3.3.11) ci spatiul semimetrizabil (My (i), T,,(p)) este complet. In acelasi timp, spatiile (£x(p), 7%, (0)) 5i (Lx (p), qT5,(p))
nu sunt complete, deoarece Ly(p) nu este inchis in My (u), folosind Exemplul 3.3.3.20.

3.3.3. Convergenta sirurilor

in acest paragraf vom studia urmétoarele tipuri de convergente pentru sirurile de functii vectoriale masurabile: p-apt
convergenta, convergenta in topologia spatiului Kithe-Bochner, convergenta in p-masura si p-aproape uniform convergenta.
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Fie (T,7",u) spatiu cu masurd, X spatiu Banach si p: M, () — R, o normé functionali.

Multe dintre faptele prezentate aici sunt generalizari ale faptelor corespunzdtoare din teoria masurii obignuita. Cititorul este
invitat s compare cu cazul particular al normei functionale p(u) = ||ull,.

Tnainte de a trece mai departe, observdm urmaitoarele fapte pe care le vom folosi in acest paragraf:
a) Dacd A A, suntin T si u(A\A,)=0, avem p(A)= p(ANA,).

b) Dacd Ay, 4y, ...A, suntin T, avem p(UiL; 4;) < Xt p(4).
c) Dacd (A,), © T esteunsirsi p R-F, avem p(Un=14;,) < Y1 p(4,).

Definitia 3.3.3.1. Consideram sirul (f;,),, © Mx (1) si f€ My (1).

Spunem ca (f;,),, converge la f in p-mdsurd (adica, f; %)f) dacd p(|f, — f| > a) - 0 pentru orice 0O<a<oo. A se compara cu Teorema
n

3.3.1.3 si Definitia 3.3.2.4.

in plus:

a) Vom spune ca sirul (f,,),, © My (1) este convergent in p-mdsurd daca exista fe My () astfel incat f;, %} f.

b)Vom spune ci sirul (f;,),, este Cauchy in p-mdsurd dacd pentru orice >0 si orice a > 0 exista n(e) astfel incat, pentru orice m>
n(e), n=n(e), avem p(|fp, — ful > @) <e.

Propozitia 3.3.3.2. Daca (f;,),, este convergent in p-masur3, rezultd ca (f;,),, este Cauchy in p-masura.

Reciproca acestei propozitii este adevarata in cazul p R-F, aga cum vom vedea in Teorema 3.3.3.11.

Propozitia 3.3.3.3. 1. Presupunem f; %}f si f=g p-apt. Atunci f, %}g.
Lo P P e
2.Daci f, T)f sifn T)g, atunci f=g p-apt.

Am vdzut cd, in cazul f, sif € Lx(p), avem implicatia f;, 7f?n Ly(p)= fp %)f. Folosind Propozitia 3.3.3.3(2) obtinem:

Propozitia 3.3.3.4. Presupunem f;, ;»f si f =g in topologia Kothe-Bochner a lui Ly (p). Atunci f=g u-apt.

Vom introduce acum o noud convergenta pentru sirurile din My (u). Spre deosebire de convergentele anterioare (convergenta
in p-masurd si convergenta in Ly(p)) acest nou tip de convergenta (care generalizeazd convergenta asimptoticd) nu este in general
convergenta topologica (adicd intr-o anumita topologie).

Definitia 3.3.3.5.
1. Fie (f)n © Mx(u) sife My (w).

u
Spunem c3 (f;,),, converge catre f p-aproape uniform (sau (f;),, converge p-asimptotic la f) si scriem f;, pT)f daca:

pentru orice € > 0, existd A, € Jcu p(4,) < €siastfel incat (f,,),, converge uniform catre fpe T\ 4, (V8§ > 0,3n(5),vn =
n(d)th €T \ Ae' ”fn(t) - f(t)” < 6)

2. Fie (fu)n © Mx().
Spunem c3 (f;,),, este p-aproape uniform Cauchy (sau (f;,),, este p-asimptotic Cauchy) daca: pentru orice € > 0, existd A, €
3 cu p(4,) < € si astfel incat (f,,), este Cauchy uniform pe T\ 4, adicd: pentru orice § > 0, existd n(5) € N cu
proprietatea cd m,n= n(8) = ||f,(t) — f()|] < & pentru orice te T \ A,.
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3. Vom spune cd (f;,), este p-aproape uniform convergent (sau (f;), este p-asimptotic convergent) daca existd f€ My (1)

ol
astfel incat f;, —n—)f.

Propozitia 3.3.3.6. (Completitudinea p-aproape uniform convergentei). Sirul (f;,),, © My(u) este p-aproape uniform convergent dacd si
numai dacd el este p-aproape uniform Cauchy.

Vom vedea ca p-aproape uniform convergenta implica p-apt convergenta si convergenta in p-masura (nu existd nicio legdtura
ntre p-aproape uniform convergenta si convergenta in topologia spatiului Kéthe-Bochner, ca in Exemplul 3.3.3.19).

u
Propozitia 3.3.3.7. Daca sirul (f,,), € Mx(w) si f€ My (1) sunt astfel incat f;, —'On—) f, atunci f, 7f u-aptsi f %)f.

Remarcd. Inversele implicatiilor din Propozitia 3.3.3.7, in general, nu sunt adevarate. Implicatia (f,, = f u-apt) =(f, —/?]—) f) in general
n

nu este adevératd. Intr-adevir, in exemplele 3.3.2.8 5i 3.3.2.11 sirul (f,,),, converge peste tot la functia constants egald cu 1, dar nu converge

p-aproape uniform, deoarece aici p-aproape uniform convergenta inseamna uniform convergentd. Implicatia (f, %}f) =(f,

pu

T) f) in general nu este adevdratd dupa cum vom vedea in remarca 3.a) din exemplul 3.3.3.19.

Corolar 3.3.3.8. Fie un sir (f;,), € My (@) si fe My (w).

. pu . pu
1. Dacdf, T) fsif=g p-apt, atunci f;, T) g.

pu. . pu |
2. Dacif, —n—) fsif, —n—) g, atunci f=g p-apt.

Corolar 3.3.3.9. Fie un sir (f,), © My (@) si fe My (). Urmatoarele afirmatii sunt echivalente:

1. fnpn—uw;

2. (fu)n este p-aproape uniform Cauchy si f;, 7/’ u-apt.

Urmatorul rezultat este foarte important.
Teorema 3.3.3.10. Se presupune cd p R-F.
Fie (f,)n © My () un sir Cauchy in p-mdsurd. Atunci, existd un subsir (f"k)k C (fy)n si o functie f€ My (u) cu proprietatea cd
puU

fnk T) f (deci f"k 7f,u-apt si fnk %} £).

Urmatoarea consecinta este completitudinea spatiului semimetrizabil (My (i), 7,,(p)) in cazul p R-F.

Teorema 3.3.3.11. (Analoaga teoremei lui Slutsky)
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Se presupune p R-F. Atunci spatiul semimetrizabil (My (1), 7,,(p)) este complet (adicd, un sir (f;),, de functii din My (i) este Cauchy in p-

o,

masura daca si numai daca (f;,),, este convergent in p-masurd, ceea ce inseamna ca existd fe My (u), f;, T)f).

Folosind functia p va fi posibil sd obtinem, conform Teoremei 3.3.3.10, rezultate aferente functiei p neavand proprietatea Riesz-
Fischer.

Corolar 3.3.3.12. Pentru orice sir (f;,),, de functii din My (i) care este Cauchy in p-mdsura, putem gési f€ My (1) si un subsir (fnk)k < (fidn
astfel incét f,,, ?f u-apt.

Propozitia 3.3.3.13. Presupunem p R-F. Fie sirul (f;,),, © My (n) si fe My (w).

u
1. Dacdf, %)f, exista un subsir (f"k)k C (fo)n astfel incat f,,, pT>f (deci fr, ?f u-apt).

2. Presupunem ci (fi)n, © Lx(p), f€ Lx(p) si f, —f in topologia spatiului Kothe-Bochner al lui Ly(p). Atunci existd un subsir
n

(fnk)k C (f)n astfel incat f,,, —pnu—)f (deci fy, >f p-aptsi fi, %}f ).

Corolar 3.3.3.14. Fie (f;,), € My () un sir si fe My ().

1. Dacif, %)f, existd un subsir (f"k)k C (f)y, astfel incat f,, —f p-apt.

2. Presupunem ca (f,), € Lx(p), f€ Lx(p) si f,, =f in topologia spatiului Kéthe-Bochner Ly (p). Atunci existd un subsir (fnk)k c
n

(fo)n astfel incat f,,, 7f u-apt.
3. Pentru orice subspatiu vectorial inchis nenul Y c X, Ly (p) este inchisin Lx(p) si Ly (p) este inchisin Ly (p) (a se vedea Corolarul
3.3.1.5).

7n cele ce urmeaza, vom prezenta o analoagé a teoremei lui Egorov. Sunt necesare astfel unele notiuni preliminare. incepem cu
reamintirea unei notiuni.

Definitia 3.3.3.15. Norma functionald p este de tip absolut continuu (p ac) daca pentru oriceu € M, (1) cu p(u) < oo si orice sir descrescator
(Up)n © M, (p) astfel incat u,, < u pentru orice nsi lim u,(t) = 0 u-apt avem limp(u,) = 0.
n-oo n-oo

Lema 3.3.3.16. Presupunem p de tip absolut continuu. Atunci pentru orice u € M, (1) cu p(u) < oo si pentru orice € > 0, putem gasi § > 0
astfel incat p(ug,) < €, pentru orice A € T au proprietatea u(4) < 4.

Teorema 3.3.3.17. (Analoaga teoremei lui Egorov).

Presupunem c& spatiul masurabil (T, T, u) are proprietatea u(T) < o0, norma functionald p: M, (1) — R, este de tip absolut continuu si
p(T) < oo. Atunci, pentru orice sir (f,,), © My (1), avem echivalenta:

fo Dfu-apt = fo pTuH-

Remarcd importantd. in general, p-aproape uniform convergenta nu este o convergenté topologicd (adics, nu exist o topologie T pe My (1)
astfel incat p-aproape uniform convergenta de siruri este exact convergenta in t). Aceasta se poate vedea astfel:

a)  Folclorul matematic spune ca p-aproape peste tot convergenta sirurilor u-masurabile de functii nu este topologica, daca u este
masura Lebesgue pe [0,1].

b)  Dar aceasta convergenta este exact p-aproape uniform convergentd, pentru p=|| ||, (teorema clasica a lui Egorov).

Dupa cum aratd urmatorul exemplu, conditia p(T) < oo in Teorema 3.3.3.17 nu poate fi eliminata.

16



Acelagi exemplu spune cd implicatia (f;, =f u-apt) = (f, %} f) este, in general, falsa.
n

Exemplul 3.3.3.18. Ludm (T, T, u)=( N, P(N), ) unde (@)=0si, pentru @ = A © N, u(A)=Y5=; 27" card(AN{n}). Lucrdm pentru X=K. Avem
u(N)=1 si £(A)=0 daci si numai daci A= @, deci M, (u)={u:N - R, } si M(w)={f:N - K}.

Norma functionald p: M, (1) — R, este datd de p(u)=Y.2_, u(n) (p=|| |l,). Desigur p este de tip absolut continuu, dar p(N)= co.

Considerdm sirul (f,,),, € M (u) dat prin =@, , unde A,={1,2,3,...,n} pentru orice n. Evident f,, >f=@y= functia constanta egala
n

cu 1 peste tot. Se poate ardta ca afirmatia f,, %}f este falsa.
Prima concluzie: desi f,, —=f peste tot, nu avem f, %}f (convergenta p-apt nu implica convergenta in p-mdsura).
n

U
A doua concluzie: Teorema 3.3.3.17 nu rdmane adevarata dacd p(T)= co. Si anume, aici f,, =f p-apt, dar afirmatia fin)f
n

. pu p
este falsd (deoarece f, T)f =f, T)f). O

Urmatorul exemplu, unde conditiile Teoremei 3.3.3.17 sunt indeplinite si p R-F arata ca nu exista nicio legdtura intre p-aproape
uniform convergenta si convergenta in £,,.

Exemplul 3.3.3.19. Vom IEcra pentru X=K. Luam T=[0,1], T=multimile masurabile Lebesgue pe [0,1] si u=masura Lebesgue pe [0,1]. Norma
functionald p: M, (1) = R, data prin p(u)= u d y, adicd p=|| ||, deci £,=L" ().

a) Convergentain L, nuimplicd p-aproape uniform convergenta (se construiesc siruri din £, in aceasta situatie).
b)  Invers, p-aproape uniform convergenta nu implicd convergenta in £, (adica in topologia spatiului Kithe-Bochner). La fel, se
construiesc siruri din £, care sunt in aceastd situatie.

Remarci. 1. Punctul b) din ultimul exemplu araté c3, in general, topologia convergentei in p-masura %, (p) pe Ly(p) este strict mai slaba

. U
decét topologia Kdthe-Bochner 7(p) pe Lx(p). Intr-adevar, deoarece fin)f, rezultd cd fn%)f (Propozitia 3.3.3.7). Dar afirmatia

“f, = f in T(p)” este fals3. Exprimare alternativa: implicatia “(f; %)f):( f—= fin Lx(p))” in general, este falsa.
n n

2. Punctul b) al exemplului arata ca implicatia “(f,, = f u-apt)=( f, = f in Lx(p))” in general, este falsa.
n n

3. La punctul a) al ultimului exemplu, avem sirul (f;,),, care converge in topologia spatiului Kéthe-Bochner a lui L, si nu converge y-apt. Deci:

N . . e P pu.
3a) (f,)n converge in p-masurd (Teorema 3.3.2.10) si nu converge p-aproape uniform. Deci implicatia “(f;, T)f)=>( fn T)f) (inversa
uneia dintre implicatiile Propozitiei 3.3.3.7) in general este falsa.

3b) Desigur, aceasta aratd ca implicatiile “(f,, 7f?n L) =(f 7/’ u-apt)” si “(f, %}f):( fa 7/’ u-apt)” in general sunt false (folosim

teorema lui Egorov).
Exemplul 3.3.3.20. Lucrdm in cadrul exemplului 3.3.3.19. Un punct de acumulare al lui £, in (M(u), 7,,(p)) este f:[0,1]—-K data prin f(0)=0

si f(t)=%, dacd 0<t<1. §ianume, f, %)f, unde, pentru oricen € N, f,,(t)=0, dacd 0 < t < %si JAGE % dacé% <t < 1(evident, f, € L,).

ol

ntr-adevir, deoarece f,, - f punctual, rezultd (teorema Egorov) ¢ f, —n—)f, deci f, %}f. Deoarece p(f)=00, rezulta ca f¢ L, si L,
n

nu este inchisin (M(u), 7,,(p)). O
Credem ca este util sd incheiem acest paragraf cu doua scheme aratand implicatiile intre diferite tipuri de convergente studiate.
Sagetile simple continue desemneaza implicatii obisnuite, in timp ce, sagetile intrerupte desemneaza implicatii de forma: “(f,, = f conform
n

procedurii (P)) =(existd un subsir (fnk)k C (fn)n astfel incat f,,, 2 f conform procedurii(Q))”.
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Prima schema este adevaratd pentru orice norma functionala p (cu conditia suplimentara p R-F pentru f, %}f ~~~~~~~~~~~~~~~ >

ol

fn —n—)f). Schema a doua este adevarata adaugand conditiile p(T) < oo, u(T) < o, p de tip absolut continuu.

f ——finL, (epr £ ——F papt

v
NP pu,
fa n S S cereeep fn n f

fa

~N

2N
R-F

Capitolul 4. Spatii Kothe-Bochner, proprietdti speciale

4.1 Dualul spatiilor Kothe-Bochner si proprietatea Radon-Nikodym

Pornim cu cateva notiuni preliminare.

Consideram spatiul cu masura (T,7",u). Pentru functiile scalare f: T — K, folosim notiunile de yu-mdsurabilitate si y-integrabilitate
obisnuite. Presupunem ca X este spatiu Banach. Notam S(X, ) spatiul vectorial al tuturor functiilor simple cu valori in X. Elementele lui
S(X, ) sunt functii f: T — X de forma f = YL, @4, x;, unde A; € T sunt multimi mutual disjuncte cu UL, A;=Tsix; € X. Ofunctie f:T —
X se numeste yu-mdsurabild dacd existd un sir (f;), € S(X, p) astfel incét f;, 7fu—apt. Putem lua |f,,| < |f| pentru orice n. Spatiul vectorial
al tuturor functiilor u-mésurabile f: T — X va fi notat cu My (). Evident ¢ S(X, 1) © My (w). Notdm cu L(X,u) spatiul vectorial al tuturor
functiilor (Bochner) p-integrabile f: T — X, adicd L1(X,u) = {f € My(w).||f| 1 — integrabila}. In cazul X = K, scriem L(u) In loc de L1(K,u).
Dacd f = YLy @a,x; € S(X, u) este p-integrabild (adica p1(4;) < oo pentru orice x; # 0) si A € T, integrala lui f Tn raport cu y pe A este
J, fdu = X, pu(A N0 A)x;. Pentru orice f € L1 (X,u) existd un sir de functii p-integrabile (f,), © S(X,u) care este Cauchy (adica
lim [|f;, — f,|dp = 0) si astfel incat f;, 7/’ punctual. Atunci, pentru orice A € T, integrala lui f in raport cu y pe A este limita (care exista)
mn

lim [, fudpe [, fdu.

Pentru orice masura aditivd m: T — X, variatia luim pe A € T este definitd prin |m|(4) = sup{X;c/|lm(4;)|1}, supremumul fiind
considerat in raport cu toate familiile finite (4;);; € T cu 4; mutual disjuncte si astfel incat U;e; 4; = A. In cazul |m|(T) < o, spunem c&
m este cu variatie marginitd. Pentru orice masura aditivda m: 7 — X, spunem cd m este absolut continua in raport cu y (si scriem m << p)
dacd pentru orice £ > 0, existd § > 0 astfel incat, pentru orice A € T cu u(4) < &, avem |[m(4)|| < . 1n cazul m << g, rezultd c& m
este g-aditiva. Notam cd pentru m: T — X, m o-aditiva, avem echivalenta: (m << u) < (pentru orice A € T cu u(A) =0, avem m(A4) =0).

Pentru orice f € LY(X,u) putem defini m3sura (cu baza p si densitatea f) fu: T — X, prin fu(4)= fA fdu. Atunci fu este a-

aditivd, cu variatie marginita (|fu|(4) :fA |fldu pentru orice A€ T) si fu<<pu. Pentru orice masurd
o-aditivd m:T — X si orice @ # A € T, scriem m, & m|rn4, unde T N A={B € T|B c A}. Pentru f € LY(X,u), ® + A € T, folosim
notatiile precedente pentru a nota ca f|, = fu € L1(X,u4) (in cazul u(A) = 0, avem functia f,: A = X, f, = 0 u-apt, vezi explicatiile care

urmeazd). Considerand mdsura m = fu, avem, pentru orice 4,B € T, A c B: m(4) = fA fdu=mg(A) = fA f5 d up (in particular m(A4)
=fA fadua).

Subliniem c3, dacd A € T si u(A4) > 0, avem spatiul cu masurd (A, T N 4, iu,), ceea ce permite notatii de tipul £L(Y,u,), unde Y
este un spatiu Banach. Dacé u(4) = 0, in L1(Y,u,) avem numai functii f: 4 - Y, nule u-apt.
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Tn Definitia 4.1.1 si Teorema 4.1.3 care urmeaz4, se considera numai spatii cu masura (T,7,u) finite, adicd u(T)< .
Definitia 4.1.1. Fie Y un spatiu Banach.

1. Fie (T,7,u) un spatiu cu masura si fie @ #A€ T. Spunem ca Y are proprietatea Radon-Nikodym (R-N-P) in raport cu u
pe A daci, pentru orice masurd g-aditivd m: T Y, cu variatie marginit astfel incat m <<, existd f€ L1(Y,u,) astfel incat m, = fu, (cu
conventia c3, daci u(4) = 0, avem m, = 0si f: A — Y este arbitrara). In cazul particular cdnd A=T, spunem c& Y are  R-N-P in raport cu u.

2. Fie T < P(T) o g-algebra si @ #A€ T. Spunem ca Y are R-N-P pe A daca, pentru orice spatiu cu masura (T,T,u), este
adevirat cd Y are R-N-P in raport cu u pe A. in cazul particular cdnd A=T, spunem ci Y are R-N-P (definitia principal3).

Remarci. 1. Dacd Y are R-N-P in raport cu p, rezultd ca Y are R-N-P in raport cu u pe orice A€ T (deoarece m=f u = my, = f,u, pentru orice
A).
2. Daca Y are R-N-P, rezulta ca:
a) Y are R-N-P in raport cu orice u.
b) Y are R-N-P pe orice A€ T'.
3. Daca X este reflexiv, atunci X are R-N-P.

Urmeaza un rezultat important ce spune ca, in scopul de a verifica validitatea R-N-P, este suficient sd o verificam pe spatiul cu

madsura Lebesgue ([0,1],%,1), unde E=multimile mdsurabile Lebesgue pe [0,1] si 1: ¥ = R, este masura Lebesgue.

Teorema 4.1.2. Fie Y un spatiu Banach. Atunci Y are R-N-P daca si numai daca Y are R-N-P in raport cu A.

Teorema 4.1.3 (Teorema de localizare). Fie (T,7,u) un spatiu cu masurd si fie Y un spatiu Banach. Urmatoarele afirmatii sunt echivalente:
1.  Spatiul Y are R-N-P in raport cu u.
2. Pentru orice AE T cu u(A)>0, exista T 3BCA cu pu(B)>0 astfel incat Y are R-N-P in raport cu u pe B.

Rezultate

De acum fnainte, vom considera in acest capitol, ca de obicei, un spatiu cu masura o-finita (T,7,u), o norma functionald saturatd
p pe (T,T,u) si un spatiu Banach X. Reamintim c3 p este saturatd daca are proprietatea ca exista un sir (T,,),, € T'(care poate fi luat crescator
sau disjunct) cu U, T, = T, astfel incat u(T,) < o si p(T,,) < oo pentru orice n. Pentru orice norma functionald p, construim p’: M, (1) =
R, prin p'(w)= sup{J uvdu |v € M, (1), p(v) < 1}. Tn cazul cand p este saturati, rezultd cd p’ este normi functionald saturatd si p'F.
Numim pe p’ norma functionald asociatd lui p. Fie p norma functionald saturatd. Atunci L, este reflexiv dacé si numaidacé p F, p a.c. si p’
a.c. (v. [8] si [33]).

Pentru orice doua functii u-masurabile f:T=X, g:T=X’, definim functia  (f,g) :T=K, prin (f,g)(t)=g(t)(f(t)). Putem vedea ca (f,g)
este u-misurabild. Intr-adevar, pentru dou functii simple =Y, QX TOXsi g=2?=1 anjx’,-:T—>X’, putem ,amesteca” multimile suport prin

A; N B; si este posibil s& se ia in considerare f=37_; ©Op, Ui g=x"_, @pU';, prin urmare (f,g) = p @p,u'; (u;). Prin urmare, dacd f = lirrlnfn,
g = lim g, j1—apt, avem (f,g)=lim( £,  g,) (u-apt).
n

Se observd, de asemenea, cd in cazul f € Ly(p) si g € Ly/(p"), functia (f,g) este p-integrabild, deoarece [|(f,g)ldu <
[Ifllgldp < plf1p'lg| < oo, conform teoremei care urmeaza.

Teorema 4.1.4. Fie f:T-X, g:T-X’ functii u-masurabile.

1. Avem [|(f,@ldu < [Ifllgldr < pIf1p'lgl.
2. Daci (f,g) este p-integrabils, avem | [ (f, g)du| < [I(f, 9ldu < [Ifllgldu < plf1p1g].
3. Daca (f,g) este u-integrabild pentru orice f € Ly(p)(acesta este cazul cand g € Ly (p")):

sup{l[(f, @dullf € Lx(p).pIf| <1} = sup{[I(f, @ldu|f € Lx(p).pIf1 < 1} < p'lgl. i
4. Presupunemcd g € Ly(p"). Atuncifunctia T: Ly ( p) = K, definita coerent prin Ty (f)=[(f, g)du, pentru orice f € f, este

liniara, continua si avem ||Tg||0 < p'lgl.

n unele cazuri, inegalitatea de la punctul 3. este de fapt o egalitate.

Teorema 4.1.5 (Calculul normei lui Lys(p")). Presupunem p’ a.c. Atunci, pentru orice g € Ly/(p"), putem calcula norma ||g|| a lui Ly’ (p")
astfel:

Ig1l= p'lgl=sup{l [ (f, @)dullf € Lx(p). pIf| < 1} = sup{[I(f, @ldr|f € Lx(p). pIf] < 1}.

Remarcd. Tn unele cazuri, conditia p’ a.c. care apare in enuntul Teoremei 4.1.5 nu este necesari. De exemplu, luim p = || ||;, deci p’ =

I llosill Il nuestein general a.c. (a se vedea cazul masurii Lebesgue pe [0,1]). In acest caz, lucrdnd pentru X=K, avem pentru orice g €
) .

L=w):

gl = sup{l[ fgdullf € L1, lIfll, < 1} = sup{[Ifgldulf € LG, IIfllL <1} .
Folosind teoremele 4.1.4 si 4.1.5 putem scufunda Lx'( p") in Lx( p).

Teorema 4.1.6 (Scufundarea lui Ly (p") in (Ly(p))’).
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1. Pentruorice § € Lys(p"), avem functionala liniard si continua Hy: Ly(p) —K datd prin
] Hy(H=[ (f, )du
(pentru orice reprezentanti f € f,g € ) si ||Hg||0 <4l
2. Presupunem cd p’ a.c. Atunci, pentru orice § € Ly'(p"), avem

(1|, = 11g1I-

Prin urmare, functia liniard Q: Lys (") = (Lx(p))’, daté prin Q(g)= H;, este o izometrie. Vom spune ca Ly (p") este scufundat in

(Ly(p))' (prin Q).

Rezultatul precedent aratd cd, in cazul p’ a.c., spatiul Ly (p") se scufunda in dualul (Lx(p))’ prin izometria liniara €. Este normal
s& ne intrebdm daca scufundarea Q este o surjectie (adic3 o bijectie), devenind astfel un izomorfism liniar si izometric (identificdm pe Ly’ (p")

si(Lx()" ).

n general, rispunsul la aceasta intrebare este “nu”. Spre exemplu, ludm X=K, p=|| ||, prin urmare p'=|| ||, care este a.c.
Atunci Lpr=L1(u) nu se poate identifica cu (L®(u))’. (dualul lui L(u) este strict mai mare decat L'(u) , in cazul cAnd p nu este pur atomica).
Totusi, in multe cazuri, rdspunsul este “da”. Spre exemplu, dacd X=K, p=|| |l,, 1<p<oco, prin urmare p'=|| ||, unde

%+ % = 1, dualul lui LP(u) se identifica cu L(u).

Notatie. Vom scrie (Ly(p)) = Ly(p")

g

pentru a identifica faptul cd Q este o bijectie. Tn acest caz, spatiile (Lx(p))’ si Ly'(p') sunt “identice”.

Urmatorul rezultat prezintd o situatie in care (Lx(p))' =Ly (p).

Teorema 4.1.7. Fie X un spatiu Banach astfel incat X’ are R-N-P.

Atunci pentru orice spatiu cu m3surd o-finitd (T, T, u) si orice normé functionald saturat p pe (T,T, u) astfel incat p a.c., p’ a.c.,
avem

(Lx(@)) = Ly (o).

Lema complementara. Fie p o norma functionald cu proprietatile p(T) < oo si p a.c. Atunci p << u, in sensul cd, pentru orice € > 0, existd
6 >0asaca dacd A € T si u(A) < 4, rezultd p(4) < €.

Un caz particular cand rezultatul precedent poate fi aplicat este urmatorul. Fie 1< p < oo si fie 1< q < oo conjugatul lui p, adica
%+%= LAtuncip=1| |l,sip’=1 llqsunt norme functionale saturate, p a.c. si p a.c. Am obtinut:

Corolar 4.1.8. Fie X un spatiu Banach astfel incat X’ are R-N-P. Fie 1< p < oo si fie 1< g < oo, conjugatul lui p. Atunci (Lp(X, u))' =L9(X', 1)
pentru orice spatiu cu masura o-finita (T, T, 1).

n continuare, vom da un rezultat care este un fel de reciproci a Teoremei 4.1.7, mai precis a Corolarului 4.1.8. Acest rezultat da
o caracterizare alternativa a R-N-P pentru dualul spatiului X’.

Vom folosi spatiul special cu masurd ([0,1],%, 1) unde X = multimile masurabile Lebesgue pe [0,1] si 1: £ - R, este masura
Lebesgue pe [0,1].

Teorema 4.1.9. Presupunem ca X este un spatiu Banach avand urmatoarea proprietate: exista 1< p < oo astfel incat (Lp(X, A))' =L11(X", 1),
unde % + % = 1. Atunci X’ are R-N-P.
Luand in considerare Teorema 4.1.7, Corolarul 4.1.8 si Teorema 4.1.9 obtinem
Teorema 4.1.10 (Teorema de sinteza). Fie X un spatiu Banach. Urmatoarele afirmatii sunt echivalente:
1.  X'areR-N-P.
2. Pentru orice spatiu cu masurd a-finitd (T, T, 1) si orice norma functionald saturatd p pe (T, T, u) astfel incat p a.c. si p’
a.c., avem

(Lx(l]))’ = Ly(p")
Folosind rezultatele precedente, suntem in masura sd ddm urmatoarea caracterizare a reflexivitatii lui Ly (p):
Teorema 4.1.11. Fie X un spatiu Banach, (T, T, it) un spatiu cu masura o-finitd si p o norma functionala saturata pe (T, T, u). Urméatoarele
afirmatii sunt echivalente:

1. Ly(p) este reflexiv.
2. L, si X sunt reflexive.
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Conditia p" ac din Teorema 4.1.7 poate fi uneori omisd (rdmane conditia p ac), dupa cum aratd urmatorul rezultat:
Teorema 4.1.12. Fie (T, T, 1) un spatiu cu masurd o-finitd si X un spatiu Banach cu proprietatea ci X' are R-N-P.

Atunci L, (X, )" = L (X', ).

4.2 Spatii Kothe-Bochner cu baza Schauder. Proprietati de aproximare

n acest paragraf presupunem c& X este spatiu Banach avand bazi Schauder (e,,),»1. Functionalele biortogonale corespunzitoare
sunt (x{);»; € X'. Pentru orice n, B,:X—X este proiectia canonicd definitd prin P,(X72, a;x;)=Xi=, a;X;. $tim ¢ (B,) =1 este un sir marginit,
adica sup||P,||o=M< o, unde ||P,||, este norma obisnuitd operatoriald. Vom numi M constanta de bazi Schauder pentru (e,),,. in cazul

n

M=1, spunem cd baza Schauder este monotond. Pentru orice functie f:T=X, f,:T=X, f,(t)=( B, o f)(t) care sunt foarte importante in cele ce
urmeaza.
Daca X este un spatiu Banach constand din siruri numerice (adica, un element al lui X este de forma x = (x;);»1 CU X, €K), in
multe cazuri avem:
a) e, EX pentru orice n, unde e,=(0,0,...,0,1,0,....), cu 1 pe pozitia n;
b)  (e,)ns1 este baza Scahuder pentru X.

n acest caz, vom spune c& (e,,),»; este bazd Schauder canonicd pentru X.

Aceasta se intampl dac3 X=IP, 1< p < . In acest caz, se vede ci (e,,),1 este o bazd Schauder monoton3.
Fie, in continuare, un spatiu cu masura (T, T, ) si o u-normd functionala p.
Teorema 4.2.1. Orice f€ Ly (p) poate fi scris in mod unic dupa cum urmeaza (convergenta este punctuald):
=X21 ae;,
unde a; € £, oricare ar fii.
Principalul rezultat este urmatorul:

Teorema 4.2.2. (Teorema de aproximare) Presupunem ca p a.c. Atunci, pentru orice fe Ly (p), avem f, = f in Lx(p).
n

Remarcd. Nu este posibil sa eliminam conditia p a.c., dupa cum vom vedea in contraexemplul urmator:

Contraexemplu.

Luam (T, T, p)=( N, P(N), u), unde u este masura de numdarare. Ludm p dat3 prin p(u) = sup u(n). Putem vedea ca p nu este

n
a.c., deoarece p(u,)=1, oricare ar fin € N, unde u,(m)=0, daca m<n si u,,(m)=1, daca m>n (evident u,, 10). Aici clasele si functiile coincid
(Lx(p)=Lx(p)), deoarece singura multime neglijabild este ¢.

Ludm X=[2 cu baza Schauder canonicd. Ludm f € Ly(p), datd prin f(m)= e,,,.
Atunci f=312; a;e;, a;=@qy, fn=Xi=1 a:€; $i plf — fol=1, pentru orice n.

Prin urmare “f,, = f in Lx(p)” este falsa. O
n

Exemplu concret.
Din nou (T, 7, u)=( N, P(N), u), unde u este masura de numarare (toate functiile sunt u-masurabile).
Vom considera norma functionald p=|| ||, adica
p(w)= Y2, u(n), pentru orice u: N - R, .
Desigur, p este a.c.

Spatiul Banach X va fi spatiul Lorentz de siruri definit astfel (v. [8]):

Ludm un sir numeric w = (w,,),, astfel incat w, 10 si Yo w,, = oo (de exemplu, w,, = i).
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Ludm 1< p < oo si definim norma functionald p;:M, (1) — R, (avind proprietatea Riesz-Fischer) dat4 prin

1
pr(W=sup(Zivey w(m(m))" wy ).
(supremumul fiind luat dupa toate bijectiile m: N — N). Ea genereaza
L, =L, =d(w,p) (notatie).

Anume d(w,p)={u: N = K|p,|u| < o} care este spatiu Banach, numit spatiu Lorentz de siruri.

1
Acest spatiu admite baza canonica (e,),, ca bazd Schauder monotona si |le, || =w}, pentru orice n.

Deoarece d(w,p)C c,= spatiul sirurilor care au limita zero, putem calcula norma in d(w,p) cu
1
llull=p1 (W) =(E7=1 (u (@) [)Pwy)P;
unde (|u(n)|*), este rearanjarea descrescatoare a lui (|u(n)|),,.

Cum am anuntat, vom lua X=d(w,p), cu 1< p < oo arbitrar siw = (W), W, = %, deci suntem interesati de Ly, (p)-
Vom considera un exemplu particular de functie f € Ly p) (p) In scopul de a studia un exemplu numeric.
Fie teK cu |t| <1.
Vom defini functia f: N — d(w,p) (se va vedea ca definitia este buna), prin
f(m)=am=(am_n)n21.

Aici, pentru orice m€ N, avem a,, ,=0, dacd 1<n<m si a,, ,=t", dacd n>m.

Dupa unele calcule obtinem urmatoarea evaluare, adevdrata pentru orice n€ N:

1

pIf = ful < mftI™*? —. (4.2.2)
1-[tlP)P(1-(t))
Desigur, p|f — fyl :0.
Ludam & >0 arbitrar. Vrem sa evaluam n pentru a avea
pIf —ful < & (4.2.5)

Va fi suficient sa avem

et ——— < e (4.2.6)

(1-1¢P)P(1-[tl)

Cu un extra efort, putem demonstra ca este suficient sa avem

n>— 21y (4.2.7)

S L
a-lgppa-le)s
(dependenta inversa de ¢).

EXEmQ’U concret numeric.

Sm t=- p=2 si e= -1
Luam t—z, p=2si 8—0,01—100.

Avem

11229 1~460,88021.

2[¢)?
2 V3

a-lePpa-ien:
Deci, pentru n>461, avem p|f — f,| < %.

Remarcd finald.
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Conditia (4.2.7), care este foarte confortabil de aplicat, s-a obtinut din (4.2.6), scriind |t|:ﬁ, cu a>0 si majorand

n+1_ M n 2 _ 2 |t|2

T(1+a)ntt @az_(nﬂ)uz_nﬂ (1-1t)h?’

nl|t
Aceasta procedurd induce (din pacate) un nivel critic prea ridicat pentru n, deoarece calculul nu este foarte exact.

1

Prin procedeu direct, se poate arata cd, in acest caz, pentru n =70, avem p|f — f,,| < s

Mentiondam cd materialul prezentat in acest paragraf a apdrut in articolul [9].

4.3 Spatii Kothe-Bochner care sunt spatii Hilbert sau hilbertabile

Suntem interesati de spatiile Kdthe-Bochner care sunt spatii Hilbert (respectiv, spatii hilbertabile). Se aratd ca acest lucru este
echivalent cu faptul cg, separat, L, i X sunt spatii Hilbert (respectiv, hilbertabile).

4.3.1. Notiuni preliminare

Dacd X este spatiu vectorial (peste K), vom spune ca doud norme || |l;sill ||, pe X sunt echivalente daca exista doud numere
0<a<b astfelincatall |l; < || |l <bll |l;-Acestlucru este echivalent cu faptulcd || ||;si|l ||, genereaza aceeasi topologie pe X.
Vom spune ca norma || || pe X satisface identitatea paralelogramului dac, pentru orice x,y in X, avem
llx +ylI? + llx = ylIZ = 2(llx/I* + [lylI*).
Acest lucru este echivalent cu faptul ca || || este generata de un produs scalar (-,") pe X astfel incat ||x||=(x,x) pentru orice x€X, i.e. (X, || |I)

este prehilbertian.
Spatiile [2 si [, ale cdror elemente sunt siruri (x,,),, €K, sunt definite dupd cum urmeaza:
l2={x = (xn)nl Z;.tozllxnlz < 00}
(este un spatiu Hilbert cu produsul scalar (x,y)=Ys1 X, ¥ , dacd x=(x,) 5, $i Y=(V)n);

==fx = G supln| < oo
n
(care este spatiu Banach cu norma ||x||=sup|x,,|).

n
Fie (T, T, 1) un spatiu cu masura o-finita.
O functie pondere este o functie we M, (1) astfel incat u({t € T|w(t) = 0}) = u({t € T|w(t) = oo}) = 0. Astfel, putem considera
ca o functie pondere w ia valori in (0, o0), identificand p-apt functiile egale. Orice functie pondere w defineste norma functionald hilbertiana

p2(u,w): My () — Ry, definité prin py (1, w)(u)=([ uzwdu)l/z, care este saturata.

Studiem spatiile Kothe L, care sunt spatii Hilbert (i.e. L, este complet si exista un produs scalar (-,) pe L, astfel incat ||f|| =
(7.7) pentru orice f € L,), pe care le vom numi spatii Kéthe-Hilbert. Putem demonstra (v. [6] ) ci L, este Kéthe - Hilbert dac si numai

daci existd o functie pondere w:T—/(0, o) astfel incat L,=L*(u, w), i.e. p=p, (u, w), ceea ce inseamna ci |f||= p|f|=(f|f|2wdu)1/2 pentru
orice fe f € L,. Produsul scalar este dat de (f, g) = ffgwdu. Functia pondere w este unic y-apt determinata de spatiul Kothe - Hilbert L ,.
in final, consideram cateva notatii speciale. Fie X un spatiu Banach. Dacd p este o u- normé functionald, x€X si f€ L,, am definit

fx€ Lx(p) si f;{ € Ly(p) astfel: fx:T—X definitd prin (fx)(t)=Ff(t)x si fx=f7<. Pentru exemple, vom lucra cu cazul particular de spatiu cu masura
discretd (N, P(N), card), unde card: P(N) — R, este masura de numérare. Singura multime neglijabild este @. O functie f: N —H este
definitd ca un sir: f= (x,), CH, unde x,,=f(n) pentru orice n. Daca X este un spatiu Banach, orice functie f: N —X este card-masurabild. O
functie f: N —K, f= (x,,),, este card-integrabild dac3 si numai dac3 Yo, |x,| < o (si avem [ fdcard=Ys_; x,,). Pentru orice card-norm3
functionald p i orice spatiu Banach X avem Ly (p) = Ly(p) (clasa de echivalentd in L, contine doar un element). Presupundnd ca X el insusi
este spatiu Kothe, X=L,, pentru o card-norma functionald r, avem pentru orice f€ L,(L,): f= (f (M), unde f(m) € L, = L, deci putem
identifica  f(m) = (Xn)n ©K.  Prin  urmare, orice fe Ly(L,) poate fi identificatd cu o matrice scalara infinita:
f= (Xn)mqn- Pentru simplificarea notatiei, aici scriem N in loc de N*.

4.3.2. Spatii Kothe-Bochner care sunt spatii Hilbert

Teorema 4.3.2.1. Presupunem ca (T,7,u) un spatiu cu masura o-finitd, p este o p-norma functionala care este saturata si X este un spatiu
Banach nenul. Urmatoarele afirmatii sunt echivalente:
1. Spatiul Lx(p) este un spatiu Hilbert.
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2. Spatiile L, si X sunt spatii Hilbert.

Remarcd. Poate este instructiv sd se insiste asupra interconectdrii structurilor Hilbert pe Ly(p) si L,. Deci, presupunem Ly(p) cd este un

spatiu Hilbert. Pe parcursul demonstratiei Teoremei 4.3.2.1 (partea A.a) am folosit produsul scalar (- | -) al lui Ly(p) pentru a construi un
produs scalar (-,) pe L, care genereaza norma lui L,,. Acest ultim produs scalar este unic, fiind generat de o unica functie pondere.

ntr-adevar, am construit (-,-) ludnd un x€X arbitrar si fixat cu ||x||=1, prin (f, §)= (f;c|j)’c) Punand in evidentd dependenta de x,
este mai bine sa scriem (%,"),, in loc de (-,*), prin urmare (f,g)x=(ﬁc|g7() pentru f, G in L,. Deoarece (:,), genereazd norma lui L,, gdsim o
functie pondere unicd w,:T- R, astfel incat (f,§), = | fgw,du pentru orice f, g in L,, prin urmare ||f||2=(p|f|)z=f|f|2wxdu pentru
orice f € L,. Acest lucru arata ca toate w, coincid u-apt, si anume ele coincid y-apt cu “unica” functie pondere care genereaza produsul
scalar (deci, norma) pe L,.

n cele din urm3, este util s3 notdm aceasts functie pondere cu w si si observdm c3, pentru orice i € Lx(p), avem |h| € L,.
Atunci norma lui it in Ly(p) este calculatd prin |||R]||= plhl=f|h|?wdp.

Exemplul 4.3.2.2. (Forma L, (L,) a spatiilor de siruri care sunt spatii Hilbert).
Sd considerdm doud card-norme functionale p si r (vezi notiunile preliminare) astfel incat L,(L,) este un spatiu Hilbert. Potrivit
Teoremei 4.3.2.1, aceasta este echivalentd cu faptul ca L, si L, sunt spatii Hilbert. Aceasta inseamna cd Lp=L2(card,u) si L,=L?(card,v) pentru
niste functi pondere u,v:N > R,. Astfel, u=(a,), si v=(b,),, unde 0<a,<oo, 0<b,<c0 pentru orice n. Rezultd ca
L*(card,u)={(x,),, € K| X5-1]x,]%a, < oo} echipatcunormax — ||x|| = (Z;‘{’lexnlzan)l/z si produsul scalar (x,y)= Yeq X,V Gy, unde x =
() 51y = )y Pentru L%(card,v), inlocuim (a,,), cu (b,)y.
Un element f= (xmyn)m’n € L,(L,) are forma f(m) = (xm,n)n pentru orice m, prin urmare |f|(m) = (Z;’f’zllxmnlzbn)l/z. Atunci
PIf1=Er=1(f1(m))? ap) 72=(Eims Bt [Xmn | anbr) 2.
In consecinta:
Lp(Lr) = {(xmn)m,n c K| Zm,n ambnlxmn|2 < 00}
echipat cu norma
Y,
”(xmn)m,n”:(z:m,nambnlxmnlz) 2
si produsul scalar
((xmn)m,n' (Ymn)m,n)zz:m,n ambnxmnm~

Exemplul 4.3.2.3. Vom prezenta doud exemple de spatii L, (L,), unde p si r sunt card-norme functionale astfel incat L, sau L, nu sunt Hilbert
si identitatea paralelogramului este incdlcata.

A. Ludm p(u)=sup u(n) sir(u)=o, u(n)z)l/Z pentru orice u€ M, (card). Prin urmare L,=1%, L,=1?5i 1 nu este “bun”
n
(nu este Hilbert). De asemenea, ludm f:N — [,
(m) = (1 1 1 0.0 )
f(m) = 17 00
(f = (Xmn)mpn, unde xmn=%, dacd n<m si x,,,,,=0, daca n>m).
Fiesig: N — 12,
g(m)=(0,0,.,0——,—, )

(8= Pmn)mn unde ¥, =0, dacd n<m si ymn%, dacd n>m).

- . “ 2 g _m? m_mt o,

In cele dinurma: ||f + glI*+|lf — gll =g +— =7 intimpce

IF I+l + 2 12 1 si
6 6 3 ’ ) )
T T
2IF1%+Ngl1?) =25 =2 = = |If + gl*+llf — glI*.
B. Ludm p(u)= =y u(n)2)1/2 si r(u)= supu(n), pentru orice ue M, (card). Prin urmare Lp=l2 si L,.=1% si, din nou, [®
n

nu este “bun”.
De asemenea, ludm f:N — [®,
1 1 1
fim) = (L
(m) m+1’m+2’
1 o . o
(f= (Xmn)mn,unde Ximn=r——, dacd n<m si x,,,,=0, daca n>m).
Fie, de asemenea g: N — [®
1 1
‘2m+1’ 2m+2” "

g(m)=(0,0,...,0
(8= Wmn)mn unde Y, =0, daca n<m si ymn=m;+n, dacd n>m).

[ 2. n? 72

~ 2 2 2
in cele din urma: ||f + glI*>+|lf — gl ?—1+%—1=%—2,intimp ce ||f||2+||g||2=%—1+?—1=7—2§i:

2(||f||2+llg||2)=%—4¢%—2=||f+g||2+llf—g|I2- O

)

4.3.3. Spatii Kothe-Bochner hilbertabile

n acest paragraf, vom trece de la nivelul izometric, descris in paragraful precedent, la nivelul izomorfic. Tncepem cu cateva notiuni
preliminare.
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Ne amintim cd, dacd X este un spatiu Banach si YCX este un subspatiu inchis, spunem cd Y este complementat daca exista un alt
subspatiu inchis ZcX astfel incat X=YEZ (i.e. orice x€X admite o unicd descompunere x=y+z, cu yeY si z€Z).
Pentru comoditate, vom adopta urmatoarea definitie.

Definitia 4.3.3.1. Fie X un spatiu Banach.
1.  Spunem cd X este complementabil daca orice subspatiu inchis YCX este complementat.
2. Spunem ca X este ereditar complementabil dacd orice subspatiu inchis YCX este complementabil.

Proprietatea 2. inseamna: spatiul Banach Y (cu norma indusd de norma lui X) are proprietatea cd, pentru orice subspatiu HCY
nchis in Y (i.e. H este inchis), exista un subspatiu inchis GCY astfel incat Y = HPG.

Propozitia 4.3.3.2. Un spatiu Banach X este complementabil daca si numai daca este ereditar complementabil.

Ne reamintim cd un spatiu Banach (X,|| ||) se numeste hilbertabil daca existd o norma ||| ||| pe X care este echivalentacu || ||
si astfel incat (X, ||| |||) este un spatiu Hilbert. Deoarece orice spatiu Hilbert este complementabil, rezulta ca orice spatiu hilbertabil este
complementabil. Un rezultat remarcabil al lui J. Lindenstrauss si L. Tzafriri spune ca, invers, orice spatiu complementabil este hilbertabil (J.
Lindenstrauss, L. Tzafriri. On the complemented subspace problem. Israel J. Math. 9 (1971), 213-269).

Acum, putem prezenta urmatorul rezultat.

Teorema 4.3.3.3. Presupunem (T,7",u) este un spatiu cu masura o-finitd, p este o u-norma functionala care este saturata si X este un spatiu
Banach nenul. S3 considerdm urmatoarele afirmatii:

1. Spatiul Lx(p) este hilbertabil.

2. Spatiile L, si X sunt hilbertabile.

Atunci 1.=2. Implicatia 2. =1. este adevdrata in cazul cdnd L, este tare hilbertabil, adicd existd o u-norma functionald p, astfel incat
normele din L, si L,, sunt echivalente si L, este un spatiu Kothe — Hilbert.

Mentionam cd materialul din acest paragraf a apdrut in articolul [10].

4.4 Spatii Kothe-Bochner care sunt algebre Banach cu unitate

Pornim cu cateva notiuni preliminare.

Pentru doua multimi nevide T si X si orice element x € X, putem considera functia constantd x: T — X, definitd prin x(t) = x
pentruoricet € T.

Presupunem (X,|| ||) spatiu normat. Dacd norma || || se subintelege, scriem simplu X. Dacad f,g:T — X, a € K, definim
punctual f + g:T = X, af: T — X siin cazul cand X este o algebra, de asemenea fg: T — X.

Spunem cé spatiile normate (X, || |l1) si (X3, || |l2) sunt echivalente dacd X;=X, si|| ||, || |, sunt norme echivalente.

Pentru alte scopuri, vom spune c3 un spatiu normat (respectiv Banach) (X, || ||) este algebrd cu unitate normat3 (respectiv
Banach) dacé X este o algebra nenuld cu unitate e (prin urmare e # 0) si inmultirea in X, notata prin (x,y) — xy este continud (i.e. existd
un numar A > 0 astfel incat ||xy|| < Allx||||y]| pentru orice x, y € X). Aceasta definitie, putin mai generald, este aproape echivalentd cu cea
standard, deoarece, in conditiile anterioare, putem defini pe X o noud norma ||| ||| avand proprietatile |||e||| = 1, [||xy |l < [Ilx]Il - 1IyIll,
pentru orice x,y € X siastfelincat || ||sill| ||| sunt norme echivalente. intr-adevir, £L(X) = {V: X — X|V este liniara si continui} este
o algebr3 normatd (respectiv Banach) cu unitate, cu norma ||V |[o=sup{||[V(x)|l|x € X, ||x|| < 1}, inmultirea (U,V) - U oV si unitatea
e:X — X, data prin e(x) = x pentru orice x € X. Folosind morfismul injectiv de algebre (scufundarea) Q: X —» L(X) data prin Q(x) =V, unde

V,(y) = xy pentru orice y € X, definim |||x||| = ||V,||, pentru orice x € X.
Presupunem c3 X este o algebrasi|| ||, || |l sunt norme echivalente pe X. Daca (X, || ||,) este o algebrd normata (respectiv
Banach) cu unitate e, atunci (X, || ||,) este o algebra normata (respectiv Banach) cu aceeasi unitate e si aceeasi inmultire (dacd al|x||; <

. . bA
lIxllz < bllxlly si llxyll, < Allxll1 lyll1, atunci [lxyll; < = llx]l2llyl2)-
a

De aici incolo, vom presupune c& (T, T, 1), un spatiu cu masura Presupunem, de asemenea ci p: M, (1) —» R, este o u-norma
functionala. Vom presupune si aici cd mdsura u este g-finita pentru a nu avea probleme cu definirea functiilor u-masurabile vectoriale.

Tn spiritul definitiei acceptate pentru algebra Banach cu unitate, vom considera o y-norma functionald p, corespunzand spatiului
Kothe L, si vom spune ca L, este algebrd Kothe Banach cu unitate daca urmdtoarele conditii indeplinite:

a) L, este un spatiu Banach.

b) 1€L,.

c) Pentruorice f,g € £, avem fg € L,,.

d)  Existd un numdr A > 0 astfel incét p|fg| < Ap|flplg| pentru orice f, g € L,.
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Se poate observa imediat ca, in aceste conditii, L, devine o algebra comutativa Banach cu unitate i si inmultirea definitd pe reprezentanti
astfel: f§ & fg pentru orice f, § in L,. Aceasta justifici numele de algebrd Kdthe Banach cu unitate. Evident, L (1) este o algebra Kdthe
Banach cu unitate.

Prezentdm o teorema care arata de fapt ca L* () este singura algebra Kéthe Banach cu unitate (a se vedea [7]).

Teorema A. Fie p o pu-normd functionald. Urmatoarele afirmatii sunt echivalente:

1. L, este o algebrd Kdthe Banach cu unitate.

2. Spatiile Banach L, si L* () sunt echivalente.

Referitor la implicatia 2.=1. ne simtim obligati s& observdm c3, datoritd echivalentei, avem L, = L* () ca multimi, in consecinta
pe L, considerdm inmultirea data de L™ (u).

Pentru exemplificare, la sfarsitul paragrafului ne vom ocupa de spatiile cu masura discretd (N, P(N), card)(si, aici, scriem N in
loc de N*), unde card: P(N) — R,, este mésura de numérare, data prin card(A) = numérul elementelor lui A, dacé A este finité si card (4)
= 00, dacd A este infinitd. Singura multime neglijabild este ¢. O functie f:N — H se identificd cu un sir f = (x,,), € H, unde x,, = f(n)
pentru orice n. Dacd X este spatiu Banach, orice functie f: N — X este card-masurabild. Pentru orice card-norma functionald p si orice
spatiu Banach X, avem Ly (p) = Lx(p) (clasele de echivalentd in Lyx(p) contin doar un element). Este evident cd, in acest caz, dacd u =
(up)y € M, (card), avem |||, = sup u,,. Prin urmare, introducénd spatiul Banach clasic
n

1= = fr = o

cu norma ||x|| = sup|x,| ca mai sus, avem L*(card) = 1.
n

X, € K,supx, < 00}
n

Presupunand X = L., L, spatiu Kothe (Banach) pentru o anumitd card-norma functionald r, avem pentru orice f € L,(L,):
f = (f(m)), unde f(m) € L, = L,, prin urmare putem identifica f (m) = (X,;,)» C K.n consecint3, orice f € L,(L,) poate fiidentificata
cu o matrice scalard infinitd: f = (X;,) ;- Aceste consideratii au mai fost facute. Le repetam pentru usurarea citirii.

Cu privire la spatiile Kothe-Bochner, avem intai un rezultat preliminar.

Definitia 4.4.1. Doua p-norme functionale p; si p, se numesc echivalente daca existd doud numere 0< a < b astfel incat ap, (u) < p,(u) <
bp, (u) pentru orice u € M, (u).

Lema 4.4.2. Fie p, si p, doud pu-norme functionale. Urmatoarele afirmatii sunt echivalente:
1.  p;sip, suntechivalente.
2. Pentru orice spatiu Banach nenul X, spatiile normate Ly (p;) si Ly(p,) sunt echivalente.
3. Existd un spatiu Banach nenul X astfel incat spatiile normate Ly(p;) si Lx(p,) sunt echivalente.
Daca 1. (sau 2. sau 3.) este valabil, avem Ly (p;) = Lx(p,).

Dup3 acest rezultat preliminar, vom considera fixatd o algebra Banach (X,|| ||) cu unitate e (si un numar A > 0 astfel incat
llxyll < Allx|llly|l pentru orice x,y in X). Norma spatiului L, va fi notatd cu ||| ||| si norma spatiului Ly (p) va finotatd cu ||| [lIx.

Definitia 4.4.3. Vom spune ca Ly(p) este algebra Kéthe-Bochner Banach cu unitate daca urmatoarele conditii sunt indeplinite:

(Lx(@), Il llx) este un spatiu Banach.

Avem e € Ly(p).

Pentru orice f, g in Lx(p), avem fg € Ly(p).

Existd un numar B > 0 astfel incat p|fg| < Bp|flplgl, pentru orice f, g in Ly (p).

Eal o o

Remarcd. Din 3. rezulta ca, daca f g suntin Ly(p), putem defini produsul fg € Ly(p) prin fg S ffg (pe reprezentanti) si, avand in vedere
4., acest produs este continuu:
1731l = pIfgl < Boiflplgl = BI|| ]Il NGl x-
Prin urmare, algebra normatd (Lyx(p),|l| |llx) are unitate e (din 2.) si este Banach (din 1.). Aceasta conduce la faptul cd
(Lx(@), Il 1llx) este algebra Banach cu unitate (care este comutativd dacd X este comutativa). Prin urmare, numele de algebra Kothe-
Bochner Banach este adecvat.
Evident, L”(X, u) este o algebra Kothe-Bochner Banach cu unitate.

Teorema 4.4.4. Urmatoarele afirmatii sunt echivalente:
1. (Lx(p), Il |llx) este o algebra Kothe-Bochner Banach cu unitate.
2. (Lp, Ml |||) este o algebra Kéthe Banach cu unitate.
3. Spatiile Banach Ly (p) si L*(X, u) sunt echivalente.
4.  Spatiile Banach L, si L”(u) sunt echivalente.

Exemplul 4.4.5. (Forma spatiilor L, (L) care sunt algebre Kdthe-Bochner Banach cu unitate).

Tn cazul spatiului cu masura discretd (N, P(N), card), putem vedea c& L®(u) = L®(u) = [. Prin urmare, o algebra Kéthe Banach
cu unitate L, in acest caz trebuie sa fie echivalenta cu [, i.e. L= [ cu norme echivalente.

Folosind teorema precedentd, pentru acest L,= [*, un spatiu L, (L,) este o algebrd Kdthe-Bochner Banach cu unitate dacd si
numai dacd L, si I sunt spatii Banach echivalente, i.e. L, = [ cu norme echivalente.

Un element f = (X;un)ma € Ly (L;) are forma f(m) = (Xn)y, € I pentru orice m. Avem, pentru orice m:

asup|xpy| < |f1(m) < bsuplxy,|
n n
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pentru niste numere fixate 0 < a < b care nu sunt dependente de m. Atunci, exista 0 < A < B astfel incat

Asup|f(m)| < plf| < B sup|f(m)]

Aasup|xny| < [If || < Bb sup|xymy|
mn mn

(norma calculatd in L, (L,)).

n cele din urm3, se vede c3

Ly ()= { G © K stplal < o}

echipat cu o normd || || avand proprietatea ca existd numerele 0 < L < M astfel incat

s

LN AW

11.
12.
13.
14.
15.
16.
17.
18.
19.
20.
21.
22.
23.

24,
25.

26.
27.

28.
29.
30.
31
32.

33.

Lsuplxmnl < ”(xmn)m,n” < Msuplxmn|~
mn mn
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