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0 Introducere

Teoria fractalilor are o istorie lunga si complicata, din doud motive: pe de-o parte, termenul de
fractal nu este definit riguros, pe de-alta parte, fractalii (in diferite acceptiuni) apar pretutindeni gi
mereu. In acest sens, putem vorbi despre Aristotel, care credea ca un salt intre doud specii poate
fi ,umplut® cu specii intermediare. In spiritul acestei idei, Leibniz (adept fervent al ideii ,Natura
non facit saltus“) a avut ideea (nefinalizatd) a calculului integro-diferential fractionar. Multimile
,ciudate“ imaginate de Peano, Cantor, Von Koch si functia ,,monstruoasa“ a lui Weierstrass sunt
exemple de fractali. La fel, imaginea unei migciri browniene sau coasta britanicd (in viziunea lui
Mandelbrot). Definirea dimensiunii (,fractalii au dimensiune fractionara® poate fi o devizd) ne
duce la nume mari: Hausdorff, Besicovitch, Cantor, Minkowski, Bouligand. Ideea de atractor a
fost, se pare, formalizata prima data de Poincaré.

Acestea sunt fapte oarecum disparate, In spiritul ideii pe care am subliniat-o la Inceput: nu
exista o definitie formala precisa si unanim acceptatd a notiunii de fractal. Doud variante de
definitie par s& se impuna mai mult:

1. Fractalii au dimensiune neintreaga (,,fractionara®).

2. Fractalii sunt autosimilari.

Istoria moderna a fractalilor este legatd de ideea de iteratie. Aceasta istorie debuteaza la
inceputul secolului 20 cu memoriile lui G. Julia [30] si P. Fatou [25], care discutd despre iterarea
functiilor rationale (privite pe sfera lui Riemann).

Remarcam ca, de fapt, aceste doud memorii au ramas, practic, neintelese multa vreme. De
asemenea, remarcam ca, desi cei doi autori francezi nu dispuneau la vremea scrierii operei lor
de calculatoare electronice, ei au anticipat formele geometrice misterioase generate prin iterarea
functiilor rationale. Istoria s-a schimbat mult mai tirziu (anii 70 ai secolului 20) cind reluarea
lucida a lucrarilor lui G. Julia si P. Fatou facuta de B. Mandelbrot a dus la reconsiderarea acestor
lucrari, propunandu-se si numele de ,fractal® In plus, B. Mandelbrot, cu o viziune matematica
si filosofica integratoare, a adus teoria fractalilor in prim planul multor teorii gi activitati umane.
Cartea sa [35] este, gi acum, o sursd inepuizabila de inspiratie in teoria fractalilor. Ulterior, aceasta
teorie a urmat doud cii majore de dezvoltare. Prima cale (nu ne ocupdm de ea in aceastd lucrare)
este urmarea fireasca a lucrarilor lui G. Julia si P. Fatou, 1n spiritul dinamicii functiilor analitice
complexe de variabild complexd. A se vedea in acest sens [42], [24], [3].

A doua cale a fost initiatd de matematicianul australian J. Hutchinson in articolul [29] (prezenta
lucrare se incadreaza in aceasta cale). In [29], J. Hutchinson introduce notiunea de sistem itera-
tiv de contractii, care conduce, folosind metrica Hausdorff-Pompeiu, la contractia lui Hutchinson
(pe multimi). Folosirea principiului contractiei (Banach-Caccioppoli-Picard) conduce la gésirea
punctului fix al acestei contractii (atractorul sistemului iterativ de contractii). Acest punct fix,
care este o multime compactd, este (de cele mai multe ori) o multime cu proprietati speciale (de
exemplu autosimilard) si o putem considera un fractal. Urménd aceleasi idei si considerdnd o
distributie de probabilitati asociata sistemului iterativ de functii, J. Hutchinson introduce si oper-
atorul Markov asociat, care este o contractie pe spatiul probabilitatilor, cu metrica data de norma
Monge-Kantorovich. Se obtine gi punctul fix al operatorului Markov, adicd masura (probabilitatea)
invarianta.

Teoria initiata de J. Hutchinson a generat cercetari intense si o vasta bibliografie. Mentionam
ca o contributie esentiala la dezvoltarea gi popularizarea teoriei lui J. Hutchinson a avut-o alt
australian — M. Barnsley, a cirui monografie [3] (mai multe editii) a avut un mare succes si a facut
cunoscuta teoria fractalilor marelui public. Teoria standard a lui J. Hutchinson pune in evidenta,
ca exemple de aplicare, fractali clasici celebri, ca multimea lui Cantor, covorul lui Sierpinski, fulgul




lui Von Koch etc. Ca in orice teorie matematica, tendinta de generalizare s-a manifestat si in teoria
fractalilor, varianta Hutchinson.

Credem ca 1n aceasta teorie, generalizarile pot fi de doua feluri: generalizari ale unor modele
clasice si generalizari obtinute prin trecerea la structuri mai generale. Prezenta teza de doctorat
este scrisa 1n acest spirit, urmand ideile de mai sus.

Mentionam ca am folosit in lucrare in mod alternativ denumirea roméaneasca sistem iterativ de
functii, cat si denumirea anglo-saxona IF'S (iterated function system).

Capitolul 2 al prezentei lucrari, intitulat ,Sisteme iterative generalizate de tip Cantor®, se
incadreaza in primul tip de generalizari. In mod concret, generalizam cu ajutorul unui parametru
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0 e <O, 2} sistemul iterativ care are ca atractor multimea lui Cantor. Referitor la acest tip de

generalizdri, rezultate interesante se gésesc in [46], [24], [33], [2], [1], [5], [23], [44] etc.

In ceea ce priveste teoria sistemelor iterative a lui Hutchinson, generalizarile obtinute prin
trecerea la structuri mai generale pot fi grupate, in opinia noastrd, in doud categorii: conside-
rarea in structura sistemului iterativ de multimi (familii) de contractii care nu sunt neapérat
finite (am numit in lucrare sisteme iterative infinite sistemele iterative aflate in aceastd situatie)
sau considerarea de multimi ,,infinit dimensionale“ in care sa ia valori contractiile din sistem sau
masurile ,operatorului Markov“ atasgat.

Capitolul 3 al acestei lucrari, intitulat ,Sisteme iterative infinite. Subsisteme iterative“ se
incadreaza in ideea de a considera familii de contractii care nu sunt neaparat finite.

Capitolul 4 al acestei lucrari se Incadreazi in ideea de a lucra cu spatii Banach (de fapt Hilbert)
eventual infinit dimensionale, in special In ceea ce priveste mésurile invariante (care sunt vectoriale).

Referitor la considerarea de sisteme iterative infinite, exista o literatura foarte bogata. De
exemplu, se pot consulta [46], [41], [39], [37], [36] etc.

Referitor la considerarea teoriei lui Hutchinson pe spatii Banach oarecare sau pe structuri mai
complicate, vom cita In primul rand articolul [38] care considera problema masurilor vectoriale
invariante dintr-un punct de vedere dual celui prezentat de noi in capitolul 4. Mentionam ca in
cazul unui numar finit de contractii regasim, ca un caz particular, rezultatele din prima parte a
articolului [38]. De asemenea, se pot consulta [6], [4], [44], precum si [12], [13], [14] etc.

In cele ce urmeazd vom prezenta, pe scurt, continutul lucrarii.

Capitolul 1 este intitulat ,,Preliminarii“. Se prezinta cateva notatii si notiuni generale care sunt
folosite pe tot parcursul lucrarii.

Mentionam cé, pentru a facilita citirea, am preferat ca, la inceputul fiecarui capitol sa facem
prezentarea notatiilor, notiunilor si rezultatelor specifice respectivului capitol.

Capitolul 2 este intitulat , Sisteme iterative generalizate de tip Cantor® In acest capitol care,
practic, este in Intregime original, prezentam o generalizare parametrica a multimii lui Cantor gi a
sistemului iterativ care genereaza multimea lui Cantor. Parametrul 6 pe care se bazeaza modelul

1 1
propus este in intervalul (0, 2] . Pentru 6 = 3 se regasegte multimea clasica a lui Cantor.

In primul paragraf, intitulat ,Preliminarii“ prezentdm instrumentele folosite (sisteme iterative
finite de functii, metrica Hausdorfl-Pompeiu, masura invariantd). Mentionam ca fapt de origina-
litate distinctia pe care o facem intre surjectia canonica obignuitd 7 (avind ca imagine atractorul
sistemului iterativ) si coextensia ei 7, cu consecintele de calcul privind mésura invarianta.

Al doilea paragraf, intitulat ,Multimea invarianta“ este in intregime original. Prezentam o
generalizare parametrica a sistemului iterativ care genereaza multimea lui Cantor. Pe baza unor
calcule precise, putem prezenta exact structura multimii generalizate de tip Cantor (Teorema
2.2.5).



S

Al treilea paragraf, intitulat ,Masura invarianta® este in intregime original. Se prezinta calcule
precise, in toate cazurile, ale valorilor méasurii invariante pentru sistemul iterativ propus de noi
(Teorema 2.3.2, Lema 2.3.6, Lema 2.3.7, Lema 2.3.8, Teorema 2.3.9). Se aratd c& masura invarianta

1
este non-atomica gi singulara in cazul cdnd parametrul 6 este in intervalul <0, 2> (Teorema 2.3.4).

In cazul cand 6 = %, se aratd ca masura invariantd coincide cu masura Lebesgue (Lema 2.3.5). Se
prezintd si structura exactd a surjectiei canonice (Teorema 2.3.10), precum gi calcule speciale in
cazul cadnd parametrul 6 este de forma —, p € N, p > 2.

Al patrulea paragraf, in intregime %riginal, este intitulat ,,Dependenta de parametru®. Se

1
studiaza felul cum depind de parametrul 6 € (07 2} multimea invarianta si masura invarianta.

Rezultatele principale sunt Teorema 2.4.1(multimea invariantd depinde lipschitzian, in metrica
Hausdorff-Pompeiu, de parametrul ) i Teorema 2.4.3 (méasura invariantd depinde lipschitzian, in
metrica Hutchinson, de parametrul 0). Este studiat si cazul degenerat 6 = 0.

Al cincilea paragraf, intitulat ,,Consideratii generale asupra paragrafului 2.4“ studiaza din punct
de vedere calitativ felul cum evolueaza multimile invariante si masurile invariante atunci cand
parametrul ¢ se schimbd. Se constata cd acumuldri (schimbari) cantitative pot duce la salturi
calitative (care pot fi discontinue).

Remarca. Ne propunem ca, in viitor, sa publicam materialul prezentat in acest capitol.

Capitolul 3 este intitulat ,,Sisteme iterative infinite. Subsisteme iterative®. Acest capitol este
in Intregime original, fiind bazat pe articolele [15] si [40].

Prezentam rezultate privind sisteme iterative generale (nu neaparat infinite) numite aici, in
baza unei cutume actuale, sisteme iterative infinite.

In primul paragraf, intitulat ,Introducere. Rezultate pregatitoare“ se prezintd notiunile si
rezultatele preliminare necesare pentru expunerea din paragraful urméator. Teorema 3.1.6 este
originala.

Paragraful al doilea este intitulat ,Rezultate“ si prezinta rezultatele noastre privind subsis-
temele unor sisteme iterative infinite. Ne referim la doud probleme pentru care propunem anu-
mite solutii. Prima problem4 este legatd de subspatiile de tip A (adica subspatiile in care exista
o submultime densi de cardinal < A) ale unui spatiu metric, unde A este un numér cardinal
transfinit (infinit). A doua problema se referd la structura atractorilor unui subsistem, inclusiv
la posibilitatea ca un subsistem al unui sistem iterativ infinit sa aiba acelagi atractor ca intregul
sistem. Referitor la prima problema, avem Teoremele 3.2.1 gi 3.2.2. Teorema 3.2.1 arata ca atrac-
torul este de tip mai mic sau egal decat cardinalul setului de functii din sistem. Teorema 3.2.2
arata ca, pentru o submultime Inchisa gi marginitd A a unui spatiu complet, care, ca subspatiu,
este de un tip dat A, putem gasi un sistem iterativ infinit de cardinal < A, care sa aiba pe A ca
atractor. Referitor la a doua problema, avem teoremele 3.2.3 i 3.2.5, precum si Corolarul 3.2.4. In
Teorema 3.2.5 se arata ca, daca atractorul unui sistem iterativ infinit este de tip A, putem gasi un
subsistem de cardinal < A cu acelasi atractor. Teorema 3.2.3 si Corolarul 3.2.4 se refera la struc-
tura atractorului legata de atractorii unor subsisteme care exhausteaza sistemul initial. Teorema
3.2.6 prezinta conditii in care un subsistem genereaza acelagi atractor ca Intregul sistem.

Capitolul 4 este intitulat ,,Spatii speciale de functii si de masuri. Masuri invariante“. Si acest
capitol este 1n Intregime original.

Se incepe cu un prim paragraf intitulat , Integrala seschiliniara uniforma“. Rezultatele din acest
paragraf au fost publicate in articolul [16]. Le prezentam aici fard demonstratii. In esenta, este
vorba de o integrala a unei functii continue f In raport cu o masura vectoriala u, atdt f cat si p




avand valori Intr-un spatiu Hilbert. Rezultatul integrarii (integrala) este scalar.

Al doilea paragraf este intitulat ,Norme si topologii pe anumite spatii de masuri®. Rezultatele
din acest paragraf, cu exceptia subparagrafului 4.2.4, au apérut in articolul [17]. Le prezentam aici
fara demonstratii. Se folosesc foarte mult structurile de tip functii Lipschitz. Cu ajutorul lor si cu
ajutorul integralei introduse in paragraful precedent, se introduc norme si metrici de tip Monge-
Kantorovich pe spatiul masurilor vectoriale cu variatie marginita. In acest fel se generalizeaza
rezultate clasice privind metricile pe spatii de probabilitati. In legatura cu rezultatele din acest
paragraf, se pot consulta [27] si [34]. In cadrul acestui paragraf, subliniem subparagraful 4.2.4,
intitulat ,,Consideratii suplimentare privind spatiile de functii vectoriale continue si norma Monge-
Kantorovich“. Materialul din acest subparagraf, pentru care se prezinta demonstratii, nu apare in
articolul [17] gi este in intregime original. In esentd, in acest subparagraf demonstram faptul ca,
daca T este un spatiu metric compact si X este un spatiu Hilbert, functiile lipschitziene pe T cu
valori in X sunt dense in spatiul functiilor continue pe T cu valori in X (Teorema 4.2.15). Acest
fapt are drept consecinta separabilitatea lui C(T, X) in cazul cind X este separabil gi un mod nou,
original, de introducere a normei Monge-Kantorovich, urméand o schema generala.

Al treilea paragraf, in intregime original, intitulat ,,Cadrul de lucru“, este pregatitor pentru
paragrafele urmatoare. Se precizeaza notiunile gi notatiile care urmeaza a fi folosite si se demon-
streaza cateva rezultate cu caracter tehnic privitoare la acest cadru in care apare o familie speciala
de functii lipschitziene si o familie speciala de operatori pe spatii Hilbert.

Al patrulea paragraf este intitulat ,,Operatori pe spatii de functii continue“ gi este in intregime
original. Folosind rezultatele din paragrafele anterioare si integrala Bochner introducem, in cadrul
precizat, anumiti operatori de tip integral pe spatiul functiilor continue (sau lipschitziene) vectoriale
pe un spatiu metric compact. Se dau estiméari pentru normele acestor operatori (Teoremele 4.4.3,
4.4.5, 4.4.6). Trecand la adjunctii sus-numitilor operatori se obtin operatori pe spatii de masuri
vectoriale, cu normele introduse In paragrafele anterioare. In acest sens, avem o teoremd de
schimbare de variabild (Teorema 4.4.7) si estimari ale normelor operatorilor pe spatii de masuri
(Teoremele 4.4.8, 4.4.9, 4.4.11).

Al cincilea paragraf, intitulat ,,Cazuri particulare“ este, si el, in intregime original. Prezentam
cazuri speciale in care schema generala prezentata anterior poate fi folosita: semigrupuri de oper-
atori, cazul cand toate aplicatiile lipschitziene considerate in scheméa sunt constante, cazul discret
(care se imparte in cazul finit — avem un numar finit de aplicatii in schema si cazul numérabil —
avem un sir de aplicatii in schema). Referitor la cazul discret prezentdm calcule complete privind
structura operatorilor pe spatii de masuri care apar.

Ultimul paragraf al capitolului (al saselea) este intitulat ,M&suri invariante fractale“ si este
in Intregime original. Folosind materialul anterior si estimarile normelor operatorilor introdusi pe
spatiile de masuri, consideram anumite contractii pe spatii de masuri. Cu ajutorul a doua scheme
de contractie, obtinem puncte fixe, folosind principiul contractiei Banach-Caccioppoli-Picard.

Incheiem cu prezentarea unor calcule concrete, numerice, exemplificind cele doud scheme ge-
nerale.

Remarca. Ne propunem ca, in viitor, sa publicam si materialul din acest capitol, mai precis
materialul din paragrafele 4.3, 4.4, 4.5 si 4.6.

Lucrérile cu caracter general care au fost folosite: Pentru Topologie Generala : [32]; pentru
Teoria Masurii si Integralei: [28], [21], [11], [9], [43], [20], [26], [47], [8], [19], [10]; pentru Analiza
Functionala: [18], [22], [31]; pentru Teoria Punctului Fix: [7], [45].

In incheiere, exprim mulfumiri respectuoase conducatorului meu stiintific, prof. univ.dr. Ion
Chitescu, pentru Indrumarea continua si sprijinul acordat pe tot parcursul elaborarii acestei lucrari.



1 Preliminarii

In aceastd lucrare notatiile utilizate vor fi cele general acceptate. Spre exemplu, prin R vom de-
semna multimea numerelor reale, N va reprezenta multimea numerelor naturale, N = {0,1,...,n, ...},
iar N*=N\{0} = {1,2,...}.
Corpul scalarilor va fi desemnat prin K (unde fie K =R ori K = C).
Daci X si Y sunt spatii vectoriale peste K, o aplicatie V : X — Y se numegte liniara (respectiv
antiliniard) daca
V(ax + By) = aV(x) + BV (y)

(respectiv B
Viaz + By) =aV(x) + BV (y))

pentru orice «, 8 in K i orice z,y in X.
O aplicatie B: X x Y — K se numeste seschiliniara daca

B(ax + B2, y) aB(z,y) + BB(a',y)
B(z,ay+py') = aB(z,y)+BB(z,y") ’

pentru orice «, 8 in K, orice x, 2’ in X gi orice y,y" In Y.

Fie (X, d) un spatiu metric. O functie f : X — X se numegte contractie dacs existd un numéar
a € [0,1) (numit factorul de contractie al lui f) cu proprietatea ca d(f(z), f(y)) < ad(z,y), pentru
orice x gi y din X.

Principiul contractiei (Banach-Caccioppoli-Picard)

Fie (X,d) un spatiu metric complet (in particular, X poate fi o submultime inchisd a unui
spatiu metric complet) si f : X — X o contractie. Atunci, f are un unic punct fix z*. Punctul
x* poate fi obtinut astfel: pentru un punct arbitrar z, € X, se formeaza sirul (z,),,~,, dat prin
Znt1 = [ (2,). Atunci 1irrln T, = z*.

Viteza de convergenta a sirului (x,),, este data de inegalitatea, valabila pentru oricen = 0,1,. ..

an

d(zn,a") <
(@ x)_l—a

d(l’l,xo) .

Aici « este factorul de contractie al lui f.
Pentru doua spatii normate (X, |-||y), (Y, |[ly), vom nota

L(X,)Y):={V:X = Y|V este liniard gi continud }

(in cazul X =Y, vom scrie, mai simplu, £(X) in loc de £(X, X)). Atunci £(X,Y") devine un spatiu
normat cu norma uzuald definitd, pentru orice V € L(X,Y), prin

Vg = sup{[V(@)lly | z € X, |lzllx <1}

(in cazul in care Y este un spatiu Banach si spatiul £(X,Y) va fi, de asemenea, pentru norma
mentionatd, tot un spatiu Banach).

Pentru Y = K, vom nota £(X, K) = X’ = dualul lui X. Este clar cd pentru o aplicatie liniara
V (X, [|]lx) = (Y, ]]|ly) are loc echivalenta: V este izometrie <= ||V (z)||y, = ||z|| y pentru orice
xz € X. O aplicatie V : (X, |-||x) = (Y, |I-|ly) este un izomorfism liniar si izometric daca V este
bijectiva, liniara si izometrica.



Daca X, Y sunt doua spatii Banach peste K, iar R : X — Y este un operator liniar gi continuu,
vom nota cu R’ : Y’ — X' adjunctul sau definit prin

R(y)=yoR.

Se arati ci si R’ este tot un operator liniar si continuu. In plus, IR, =R, -
Daca f: T — (X, |||l x) vom considera si functia

|fl: T — Ry

definita prin
1@ = 1Ol x

pentru orice t € T.
Daca X este un spatiu normat, topologia slabd pe X, notatd cu (X, X’), este topologia local
convexa (separatd) pe X, generata de familia de seminorme (p,). cx, datd astfel: pentru orice

reX' sizelX,
par (@) = |2'(2)|

Topologia slabd* pe X', notatd cu o(X’, X), este topologia local convexd (separatd) pe X',
generatd de familia de seminorme (p;).cx, datd dupd cum urmeazi: pentru orice ' € X' si

re X,
pa(2') = |2 (2)] .

Vom formula in continuare doud rezultate importante relativ la topologia x— slaba, o(X’, X),
unde X este un spatiu Banach:

Teorema 1.0.1. (Alaoglu) Pentru orice a > 0, bila inchisd
Ba[X']:=A{a" € X"| [la'[ly < a}
este slab* compactd (i.e. compactd in topologia o(X', X)).

Teorema 1.0.2. (de metrizabilitate). Pentru orice a > 0, bila tnchisd B,[X'] este metrizabild,
pentru topologia indusa de o(X', X), daca i numai dacd spatiul (X, ||-|| ) este separabil.
In acest caz, o metricd pe By, [X'], compatibild cu topologia o(X', X) pe By[X'], poate fi definitd

astfel:
o 1 [(@ =) ()]
ZZ:Q L+ (@ —y) (@n)]’

unde (,,),, este un sir dens in X.



2 Sisteme iterative generalizate de tip Cantor

2.1 Preliminarii

Vom nota prin R multimea numerelor reale si prin N ={0,1,2,...}, N* ={1,2,...}.

Vom considera un numar natural 2 < w € N gi vom nota X = {0,1,...,w — 1}
(in cazul in care w = 2, avem X = {0,1}).

Pentru n € N* fixat, multimea X" este total ordonata prin relatia de ordine lexicografica <
data prin:

dacd x = (z1,22,...,Zn), ¥ = (Y1,Y2,-.-,Yn) sunt din X", atunci z < y, = # y
inseamna: z; < yp sau (in cazuln > 1) 21 = y; si z; < y;j, unde j = min {7 | z; # y;}.

Observam cd, pentru orice © = (z1,22,...,2,) € X" astfel Incdt z # (w — Lw — 1,

..,w — 1), succesorul o’ = (2, xh,...,2)) al lui = (adicd cel mai mic y € X™ astfel incat = < y,

y # x) este format utilizind regula ,,adundrii modulo w*.
Astfel, daca vom considera numarul

N(z) = zw" '+ 2w + .. + 2w+,
(reprezentat in baza w) si reprezentdm in baza w gi numarul
N(z)+1=zhw" ' +abw" 2 4+... +2,_ jw+a,
vom avea, in mod simbolic:
(), 2%, ..., 2)) = (z1,22,...,2,) + (0,0,...,0,1).
Ca exemplu, ludnd w = 2, n = 3, ordondm X3 = {0,1}® dupd cum urmeaza:
(0,0,0) < (0,0,1) < (0,1,0) < (0,1,1) < (1,0,0) < (1,0,1) < (1,1,0) < (1,1,1).
De obicei, vom nota (pentru n € N*) elementele lui X™ dupéd cum urmeazi:
a= (oo, 1, .Qp_1)-
Consideram, de asemenea, multimea
oo
X* = (U X”) U {v}.
n=1

Elementele lui X* se numesc cuvinte, iar v este cuvdntul vid (definit simbolic prin {v} = X0).
Lungimea unui cuvant = (21, s, ..., x,) sau a=(ag, a1,. . .,an—1) este () = n (sau l(a) = n).
Vom defini I(v) = 0.

Pentru orice x,y € X*, definim zy € X* prin: zy = z (dacd y =v), zy = y (dacd = = v) &i

Ty = (x1Z2 ... Tpy1Y2 .- Yn), daci v £z = (2122 .. . T ), V£ Yy = (Y1Y2 - - - Yn)-

In toate cazurile, l(zy) = l(x) + I(y).

n
Pentru orice v # = = (z122...2y,) € X™ = {0,1}", definim |z| = Z‘T’ (numarul termenilor
i=1
€Tr; = 1).



Definim X°° dupa cum urmeaza:

XOO{(zlxg...zn...)

JSZ‘EX}.

Mai precis, X este multimea sirurilor z = (z1z2...2, ...) cu elemente z; € X. Elementele
lui X*° se vor numi coduri si X°° este denumit spatiul codurilor.

Pentru orice z = (z122... 2y ...) € X si orice n € N*, definim

|| = (T129 ... Ty) -

Pentru orice u € X* gi x = (x122...2, ...) € X, definim ux € X°° dupd cum urmeazi: dacd
uF# v, u=(Uls ... Uy), avem ux = (UU2 ... Up 1T ... Ty ...) sl dacd u = v, avem ux = x.

Pentru orice k € X, vom considera functia Fj, : X — X definita prin:

Fy (z122... 2y ...) = (kx129. .. Zpp .. ).
Mai general, vom defini F,, : X°° — X°°, pentru orice u € X*, prin
EL = El.l OE}.Q o.. 'ELm,7

adicd F, (x122...Zp...) = ULU2 .. . UpT1T2 ... Ty ... dacd u = (Ugug ... Up) # v si F, = lxo.
Aici 1xoo : X — X este functia identitate, anume 1y (z) = x, pentru orice x € X .

Dacé (Y, 0) este un spatiu metric si f : Y — Y, vom spune ci f este lipschitziand daci existad
un numdr M > 0 astfel incdt 6(f(z), f(y)) < M - §(z,y) pentru orice z,y € Y.
Aceasta conditie este echivalenta cu conditia

1]l = sup{tw

In cazul in care ||f||z < 1, spunem c& f este o contractie si ||f||L este factorul de contractie al
lui f.

x,yGY,x#y}<oo.

Pentru ) # A C Y, diametrul lui A este
diam(A) = sup{d(z,y) | =,y € A}.
Principiul contractiei (principiul Banach-Caccioppoli-Picard) afirma c&, in cazul in care (Y, 4)
este complet (conditie implicatd de Y compact) gi f : Y — Y este o contractie, atunci f are un
unic punct fix z* € Y (adica f (z*) = x*).

Vom considera spatiul metric compact (X°°, d), inzestrat cu metrica d data prin
o0

1
d(z=(x129...2n...),y=Y1y2- Yn-..)) :Zﬁuwyﬂy
n=1
Topologia lui (X °°, d) este chiar topologia produs pe X*° = X N* (fiecare factor X este inzestrat
cu topologia discretd), prin urmare convergenta in X°° este pe componente:
daca 2" = (a7, 2%,...,2},...) siy = (y1,Y2,-- ., Yk, . ..) sunt giruri din X°, atunci

" — y < xp — Yk, pentru orice k,
n n

ceea ce este echivalent cu faptul cd, pentru orice p € N*, exista n(p) € N* astfel incit, daca
n > n(p), atunci 7 = y1, T§ = ya, ..., Tj = Yp.

Observam, de asemenea, ca X°° cu topologia produs este total disconectatd, adica singurele
componente conexe sunt singletone-urile (mul{imile punctuale).

Pentru orice ¥ € X, Fr, : X — X este o contractie, anume d(Fy(z), Fx(y)) =

1
= id(x, y), pentru orice x,y € X°.

In expunerea noastra ulterioara, vom considera (7', d) un spatiu metric compact.



Fie
K{T)={HCT|H+#¢ si Hcompacta}.

Pe K(T') vom defini metrica Hausdorfl-Pompeiu h, a carei definiie o reamintim.
Pentru orice x € T si ) # H C T, definim

dist(x, H) = inf {6(z,h) | h € H}.
Atunci, pentru orice D £ H C T, ) # G C T, definim

(H,G)s = sup{dist(h,G) | h € H}.
In fine, metrica Hausdorff-Pompeiu h : K(T') x K(T) — [0, 00) este definitii prin

h(U,V) = max (U, V)s, (V,U)s) .
Stim ca (K(T), h) este un spatiu metric compact.
Multimile boreliene ale lui 7" vor fi notate prin B(T'). Mésura Lebesgue pe [0, 1] este

L: B([0,1]) — [0, 00).
Masurile de probabilitate pe T' le vom nota prin P(T). Anume,
P(T) :={X: B(T) — [0;00) | Aeste o — aditivd si \(T) = 1}.
Bineinteles, L € P([0;1]). Simbolul P (X°°) este clar. Ca de obicei, vom spune c& o mésura
(o—aditiva)

A B([0,1]) — [0, 00)
este singulard daci L(suppA) = 0, unde supp(A) este suportul lui A.

Pe P(T) vom defini metrica Hutchinson (sau metrica Kantorovich - Rubinstein)
dy : P(T) x P(T) — Ry,

dg(\,v) = sup{‘/apd)\ - /g@du

Este cunoscut faptul ca spatiul metric (P(T), dy) este compact (deci complet).

Presupunem ci (.5, p) este un alt spatiu metric compact gi ¢ : S — T este o functie continu.

Apoi, pentru orice v € P(S), putem defini p(v) € P(T), anume ¢(v) : B(T) — [0, 1] actioneazi
prin ¢(v)(B) = v (¢ '(B)) (numim ¢(v) transportata lui v).

Este valabila o formuld de schimbare de variabila: pentru orice functie continua f : T — R
avem

prin:

o: T —R, ||<p|L§1}.

[ o) = (o0

Din nou, fie (7,4§) un spatiu metric compact. Daca fo: T =T, f1: T =T, ... ,fo-1:T =T
sunt contractii, vom spune ca (fo, f1, .-, fw—1) este un sistem iterativ de functii (pe scurt, un IFS),
pe T. Un asemenea IFS genereazd contractia lui Hutchinson, F : K(T') — K(T'), definitd prin:

Ry = | ).
1=0

-1
(F este o contractie, cu factorul de contractie mai mic sau egal cu r%agc | fill ;, , unde KC(T') este
i—
inzestrat cu metrica Hausdorff - Pompeiu.)
w—1
In consecintd, existd un unic punct fix H* al lui F, adica H* = U fi(H™).
=0

Numim H* multimea invariantd sau atractorul lui F.
Vom spune ca [ FS— ul satisface conditia mulfimii deschise daca existd o multime deschisa si
nevidd D C T astfel incat: f;(D) N f;(D) =0, pentru i # j si

10



w—1
U £:(D) c D.
=0

In cazul in care T C R™ (pentru un n € N*), toate f; sunt similaritati (adica fiecare f; este de
forma f;(x) = a; + r;Vi(z), unde a; € R™, V; : R® — R™ este liniard si izometricd pentru norma
euclidiana si 0 < r; < 1) si IFS-ul satisface conditia multimii deschise, dimensiunea Hausdorff , s
a atractorului H* este data prin relatia

w—1
Z r; =1.
i=0

Avem IFS-ul canonic pe spatiul codurilor, (Fy, FY, ..., Fy_1), cu atractorul X°°.

Se considera un I'F'S general pe spatiul T, anume (fo, f1,. .., fu—1), cu atractorul A. In restul
paragrafului, A va avea acest sens. Mentionam céa in paragraful urmator A va avea un sens precizat
acolo.

Pentru orice cuvant o = (g, a1,...,a,-1) cu l(a) = n € N*| consideram functia fo = fa, ©
for 0...0 fo, , §iscriem

I(a) == fa(T)
(de exemplu, daca o = (0), avem fo) = fo).
Dacan e N*, a € X" gi k € X, vom avea
I(ak) C I(a).

w—1
Considerand ~ C, =F(T') = U fi(T),
i=0

Co=F*(T)=F (D)= J fulD),

ueXn
observam ca Cp41 C C, si de aceea (deoarece teoria generald afirma cd A = lim C,,, in metrica
n

Hausdorff-Pompeiu), vom avea

(e
=1

n=
Surjectia canonicd 7 : X — A este definitd prin 7(z) = ¢, unde

{t} = fra1 (7).

Putem folosi aceasta definitie deoarece T este compact:
oo (oo}
() fia1 (T) = [ fial (A).
n=1 n=1

In general, 7 nu este o bijectie.

Presupunind c& are loc conditia (C), = devine o bijectie, deci m este un homeomorfism (in
consecintd, A este total disconectata).

Aici, Conditia (C) presupune urmatoarele doud conditii:

(i) Toate aplicatiile f; sunt injective.

(ii) Pentru orice i # j, avem f;(T) N f;(T) = 0.

Observam ci, dacd avem indeplinitd conditia (C), atunci

l

(v#Aa#B#vin X7 i l(a) =1(B) = fa(T) N f5(T) = 0.

11



Definim, de asemenea, 7 : X*° — T, prin 7(z) = w(x).
Pentru orice k € X, fie fr : A — A definitad prin fr(t) = fr(¢t) (bine definitd, deoarece

w—1
U fr(A) = A) si, de asemenea, fie f, : A — A definiti prin
k=0
Talt) = fult),
pentru orice a € X*\ {v}.
Obtinem urmatoarele diagrame comutative (pentru orice k € X):

x* D xeo x>~ B xoo
7l im T T
A - A T - T
fr fr

Mai general, pentru orice o € X* \ {v}, avem urméitoarele diagrame comutative :

xoo I3 xeo xoo g xeo
Tl im Tl iz
A — A T — T
fo fa

Partea finala a acestor preliminarii se ocupa de sisteme iterative de functii cu probabilitati si
de masuri invariante.
Fie (fo, f1,-.., fw—1) un sistem iterativ de functii pe T'. Fie, de asemenea, pg, p1, ..., puw—1 > 0

astfel incat
w—1
i=0

Atunci (fo, f1, .- fw—1;P0,P1, ---s Dw—1) Se numeste sistem iterativ de functii cu probabilitati
(IFS cu probabilitati sau IFS,).

Aceasta ne va permite si definim operatorul Markov
E,:P(T) — P(T) prin
w—1
By(v) =Y _pifi(v).
i=0
Aici f;(v) este mésura transportatd, definitd astfel: f;(v) € P(T), fi(v) =v (f;l(B)),pentru orice
B e B(T).

Atunci, privind P(T) inzestrat cu metrica dg, stim din teoria generald cd E, este o contractie
cu factorul de contractie mai mic sau egal cu

w—1
> villfilly -
=0

Astfel, E,, are unic punct fix vy (numim pe vy mésura invarianta): E,(vg) = vy.
Aceasta Inseamna cd, pentru orice B € B(T') avem:

vo(B) = ipﬂ’o (f71(B).
i=0

12



Stim, de asemenea, cd supp (vp) = A.
Ca un caz particular, consideram IFS,-ul

(FOaFla" '7Fw—1;p05p1a"'7p’w—1) pe D Ga

Masura invarianta in acest caz (numitd mésura Bernoulli) este unica masurda p : B (X*°) —
[0; 00) cu proprietatea cd, pentru orice a« € X™ (n € N*) avem

/J’(F(X (XOO)) = IJ’ (aXoo) = paop(xl e 'pan,17
dacd a = (ag, a1,...,q,-1) (si, bineinteles, u (X°°) = 1).
In cele ce urmeaza, vom nota prin y aceasta masura.
Putem defini .
m(p) : B(A) — [0;00) si
() : B(T) — [0; 00).

Teoria generald afirmd ci, scriind A\g := 7(u), avem ci Ag este misura invariantd, adicd pentru
orice B € B(A) avem

w—1 w—1

= 2 B0 (B) = X pido () ®). ()

sisupp (Ag) = A4
S& notdm cu 7(u) = A. Vom vedea cd au loc afirmatiile:

Al) A(B) = Xo(B), VB € B(A) (evident);

A2) A = vy (mdésura invariantd).

Datoritd unicitatii, pentru a dovedi A2) trebuie sd dovedim cd A este invariantd, adicd
VB € B(T) avem

w—1 w—1
=Y piiN(B) =D pA(71(B)). (%)
i=0 i=0
Intr-adevir, observim c& pentru orice B € B(T) (cu prima afirmatie)
AB)=AMBNA)=X(BNA) (Rem)

Pentru a vedea aceasta:

(datoritd faptului c& 7(T) = n(T) = A)
=p(r Y (BNA) =m(p)(BNA)=X(BNA).

Folosind acest ultim rezultat, revenim la rezultatul (), utilizand si rezultatul (x):
w—1 . w—1 7

AB) = (BNA) =Y pfi(h) (BnA) = pide ((fi (BN A) ) Zmo B)N A).
i=0 i=0
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Ultima egalitate este adevarata, deoarece
(7)) (BnA) = f7Y(B)n A.

Demonstram aceasta egalitate de multimi astfel:

In primul rand, daci z € (ﬁ)_l (BN A), atunci * € A = domeniul de definitie al lui f; si
fi(o) € BN A, deci v € Asi fi(x) € B. Reciproc, daca = € f[l(B) N A, atunci z € A si
fi(z) = fi(z) € B, deci f;(x) € BN A, deoarece f;(A) C A.

Astfel, din A1) si (Rem), obtinem

w—1 w—1
AB) =Y pd (f7(B)NA) =D pX(f71(B)),
1=0 1=0

care este (xx).
In cele ce urmeaza, A va fi intotdeauna simbolul pentru vy (mésura invariantd) si vom tine cont
de faptul ca A = 7(p).

Teorema 2.1.1. Presupunem cd are loc Conditia (C). Atunci, Vv # o € X* avem:

dacd o = (qg, 1y ey Q1)
In particular, dacd w = 2, avem
A(I()) = py~lple.

2.2 Multimea invarianta

Cadrul general al acestui paragraf si al urmatoarelor paragrafe va fi urmatorul:
w =2, deci X ={0,1}; T =[0,1].

Sa fixam 0 < 0 < 3 Vom lucra cu contractiile strict crescatoare (cu factorul de contractie 6):

fo[0;1] = [0:1],  fo(t) =0t
f1:00;1] = [0;1], f1i(¢) =1—6+ 6t

Astfel, ne va preocupa IFS-ul F = (fo, f1), cu multimea invariantd (atractorul) A.

Inainte de a merge mai departe, sa remarcam diferenta dramatica intre cazurile 0 < 6 < 5 si

1
cazul § = —. Astfel, in primul caz avem 6 < 1 — 6, de aceea

1(0) = fo([0, 1)) = [0,6],  I(1) = f([0,1]) = [L — 6, 1]

si 1(0)N1I(1)=0.
Astfel, in acest caz 7 este un homeomorfism gi A este total disconectata.

In cazul al doilea, avem 6 =1 — 0 = 3 de aceea

10) = {0, ﬂ LI = Bl} .

Este ugor de remarcat ci, in acest caz, A = [0, 1].
In general, in acest caz 7 nu este o injectie (va urma si un exemplu concret).
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1 1
Multimea Cantor clasica C' se obtine in cazul 6 = 3 (anume C' = A pentru 6 = §)

< . . 1 . .
Am vrea sa descriem structura concretd a lui A in cazul 0 < 6 < 3 Urmeaza cativa pasi

1
necesari preliminari. Lema 2.2.1 este valabila pentru 6 = > de asemenea.

Lema 2.2.1. Pentru orice n € N* gi orice a = (ag, a1, ..., an—1) € {0,1}" avem:
I(a) [ Z ;' ( Z 0419’) +om
Lema 2.2.2. Fie n € N* (1,1,1,...,1) # «a = (ag,a1,...,0n-1) € {0,1}"
o = (af, 04, ... ol _) succesorul lui .
Atunci:

1
1. Pentru orice 0 < 0 < 2 avem:

(Zw%)%n Zaez

2. Pentru 0 = 2 avem:

(Za@’)—&-@": Zaal

Remarcam ca partea din stanga a inegalitatii din Lema 2.2.2 este exact capatul din dreapta al
intervalului I(«), in vreme ce partea dreaptd a aceleiagi inegalitd{i este exact capatul din stanga
al intervalului I(a/).

1
Prin urmare, pentru 0 < 6 < 3 dacd I(a) = [a,b] ¢i I(a’) = [A, B], avem b < A (o asemenea
situatie va fi notatd prin [a, b] < [A, B]). De aceea, cele 2" intervale I(«), cAnd « parcurge {0,1}",
vor fi disjuncte, fiind pozitionate in ,ordine ascendenta dupa cum urmeaza:

[al,bl] < [a27b2] < ... < [agn,bgn],

unde [CLl, bl] = I(O, 0, ey 0), [(12, b2] = I(O, O, ey O, 1), [ag,bg] = I(0,0, [N ,0, ]., 0), ey [a2n,b2n] =
I(1,1,...,1).

Mai precis, daca [a;, b;] = I(a), atunci [a; 41, bi41] = I().

De aceea, luand acest rezultat in considerare, vom vedea cé, pentru orice n € N*, avem

C, = U I(w),

l(a)=n

ceea ce conduce la L (Cy,) = 2" - 0" = (12) — 0.

n

Cum A = ﬂ Cy,vom avea L(A) = 0. Am obtinut astfel:

n=1

1
Lema 2.2.3. Presupunem cd 0 < 0 < i,Mulﬂmea A este nevidd, compactd, homeomorfa cu

o ={0,1}>° (deci total disconectatd) si L(A) = 0.
Atunci [0,1] \ A este densd in [0,1].
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. 1
In cazul § = 5 avem C,, = [0,1] pentru orice n € N*. Aceasta implica, desigur, cd A = [0,1] in

1 - 1
acest caz (aga cum am vazut deja) si face cazul § = 3 trivial. In cazul 6 = 2 surjectia canonica

nu este injectie, deci nu este homeomorfism, deoarece, in acest caz, A = [0, 1], multime care nu
este total disconectata.

intr—adev‘ér, aceasta este o consecintd directd a Lemei 2.2.2, punctul 2 (capatul drept al lui
I(a), adicd partea stdngd a egalitatii din Lema 2.2.2, coincide cu capdtul stdng al noului interval
I(a'), adica partea dreapta a egalitatii din Lema 2.2.2).

1
Sa continuam, pentru 0 < 0 < > analiza pozitionarii intervalelor care alcatuiesc un C,, fixat,
n € N*.

Avem
01 -C.= |J Elo),
l(a)=n,
le|<n—1
unde, pentru orice a = (ag, a1,...,,—1) cu || <n — 1, am definit multimea deschisd nevida

n—1 n—1
E(a) = (((1 —0) Z ai9i> +6", (1-10) Z a;0i> .
=0 i=0
Astfel E(a) ,este pozitionat intre I(«a) si I(a')“:

[ Y 1

I. I(o) E(o) 1 I(o’) J

si [0,1] \ Cy, apare ca fiind multimea deschisa care este reuniunea disjuncta a celor 2" — 1 multimi
deschise E(a) (I(a) =n, a # (1,1,...,1)).
Doua reprezentari concrete:

1(0) E(0) I(1)
n = ]_ : 4:— — —— :7 1
0 0 1-0 0
10,0) £0,0) 10,1)  E(0,1) 1(1,0) E(1,0)1(1,1)
n=2 —t- -4 - -
0 6o 06 0 1-0  1-0+0° 1-0° 1

Acum suntem pregatiti sa trecem la reprezentarea concretd a multimii invariante A.
Pentru aceasta, vom introduce multimea

M= {(1 —e)iaiei | a; € {0,1}} C [0,1].
=0

1
Se observé cd, pentru § = 5 avem M =0,1] (reprezentarea diadici).

1
Pentru 6 = -, M = C este multimea Cantor clasici (care este formata din toate numerele din

[0,1] a ciror reprezentare In baza 3 contine numai cifrele 0 gi 2).
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1
Lema 2.2.4. Mulfimea M este compacta (rezultat valabil si pentru 6 = 5)

In continuare, vom introduce elementele ,,de tip finit* din M, anume elementele multimii:

F—{(l9).nzaioi|aie{o,1},neN*}.

i=0
In mod evident,F C M.

Teorema 2.2.5. (Structura lui A). Avem A=M =F.

1
Pentru orice 0 < 6 < > are loc conditia multimii deschise, ludnd drept multime deschisa pe
G =(0,1).
Anume,
fO(G) = (07 9)
H(G)=(010-6,1)
si fo(G)N f1(G) =0, fo(G)U f1(G) C G.

In consecinta, putem calcula dimensiunea Hausdorff, s, a atractorului A, folosind formula

0°+6° =1,
In2
dici s — — 22
adicd s o 1 -
In cazul 6 = 3 obtinem s = ln—?) (dimensiunea multimii lui Cantor).
n

N 1
In cazul 6 = 3 obtinem s = 1 (dimensiunea lui A = [0, 1], ceea ce constituie o confirmare).

2.3 Masura invarianta

Presupunem, pe langa cadrul general, ca avem numerele 0 < pg < 1, 0 < p; < 1 astfel incat

po+p1 =1,

obtinand IFS,-ul ¥, = (fo, f1;po, p1)-
Masura invarianta va fi notata cu A, adicd A = vy, v. Preliminarii. Astfel, vom avea ca

A B([0;1]) — [0;1]
este unica masura de probabilitate avind proprietatea A = pg fo(A) + p1f1(A), adicd, pentru orice

B B(T) = B([0,1]):
A(B) = po (f'(B)) + piA (fi 1(B)) . (2.1)

Pentru a scrie intr-un mod gi mai clar aceasta ultima egalitate, sa consideram o multime nevida
B € B(]0,1]) si un numar a > 0 si s& definim urmétoarele multimi:

aB ={at |t € B}
B+a={t+a|teB}=a+B
B-a={t—a|teB}=—-a+B.
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Formula de invariantd (2.1) devine

A(B) = po ((;B> N [o; 1]) + A ((;B - 1;9> N [0; 1]> : (2.2)

valida pentru orice B € B([0;1]).
In cazul B = (), toate multimile care apar in (2.2) sunt considerate a fi vide.
Ne reamintim, de asemenea,ca suppA = A.

1
Cazul 6 = 3 meritd o atentie deosebita.

Avem:

A 1
Lema 2.3.1. In cazul 0 = 5 avem m = 7 dat prin m: X — [0, 1]

.
Tl ...y ...) = 2—:
i=1

Acum, putem prezenta:

1
Teorema 2.3.2. Pentru orice 0 < 0 < 3 i orice a = (g ... ap) € {0,1}™, n € N*, avem:

MI(a)) = py~ ™ plel.

Vom reaminti pe scurt cateva date privind atomii unei masuri.

Daca A este un inel, iar m : A — [0,00) este o masurd aditiva, un element H € A se numeste
atom al lui m dacd m(H) > 0 si pentru orice A> B C H, avem fie m(B) = m(H), fie m(B) = 0.

In cazul particular A = B([0,1]) si m : B([0,1]) — [0, 00) este o—aditivi, avem:

Lema 2.3.3. Fie m: B([0,1]) — [0,00) o masurd c—aditivd. Dacd 3H un atom al lui m, atunci
Jx €[0,1] cu proprietatea cd m({x}) > 0 (si, prin urmare, {x} este atom al lui m).

Folosind rezultatele anterioare, obtinem:

Teorema 2.3.4. Masura invarianta \ are urmdtoarele proprietdti:
a) Pentru orice x € [0,1], avem A({x}) = 0, prin urmare, X este non-atomica (nu are atomi).

b) Daci 0 < 6 < 3 A este singulard.

Masura Lebesgue L poate fi obtinuta ca masura invarianta:
1
Lema 2.3.5. Dacd 0 = 3= po = p1, avem X\ = L.

Partea ramasa din acest paragraf este dedicata calculului lui A([0, a]), pentru 0 < a < 1.
Aceasta ne va permite si calculim A(B) pentru orice B € B([0,1]). Intr-adevir, pentru orice
0<a<b<l1,avem
Al(a,b]) = A([0,0]) — A([0, a]) = A([a, b)) = A([a, b]) = A((a, D).
Intervalele de acest tip genereaza B(]0,1]) si aceasta permite calculul (cel putin din punct de
vedere teoretic) al lui A(B),pentru orice B € B([0,1]).

Lema 2.3.6. Pentru orice 0 <a <1—0 sin €N, avem

A([0,a-07]) = pp+. (2.3)
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1 1
Remarcd. Pentru § = 2 trebuie si avem a = 3 si (2.3) devine:

A([0,6"]) =pgtt, VneN.

Lema 2.3.7. Fiel —0<a<b<1. Atunci ;
1_

a7

st, pentru orice n € N, avem
n a3 1
A(@"[a,B) = i ((e[a,m) - 9) . (2.4)

In cele ce urmeazi,vom folosi o form4 alternativi a elementelor din M. Anume, un element
x € M poate fi dat de una din formulele

n—1
z=(1-0)> ' (daci z€F)
sau =0

x=(1-0) Z a0’ (infinit de multi «; = 1).
=0

Alternativ (pentru x nenul):
— daca x € F, atunci
x=(1-10)-0™ sau
T = (1 — 9) (gm 4+ gratnz 4 gratnetns 44 6m1+...+nk,) =
— 9711(1 _ 0) (]_ + @m2 4 gn2tns 4+ + 0n2+7’b3+m+nk)7
unde n1 € N; ng,ng,...,np € N*, k € N*¥;

—daca x € M \ F, atunci
x=(1-0)0™ +06mtrz 4 fortnzttne 4 )=
=0"1(1—0) (146" 4 gr2tns 4 4 gretnsttne 4 )
unde ny € N; ng,ng,...,ng... € N*,
In toate cazurile: z = 0™ a,unden; € Ngil—0 <a <1, sivafi posibil sa aplicam Lema 2.3.6
si Lema 2.3.7 (adica relatiile (2.3) si (2.4)).

Lema 2.3.8. FieN>m >2,n; € N ging,ns,...,n, € N*. Atunci
)\([a,b]) — pg1+n2+ﬂ3+m+nm*(m*2) _p1171717

unde
a = (1 — 9) (9711 4+ gratnz 4 4 9n1+n2+-..+nm_1) ,

b= (1—10) (6™ +6mT"2 4 gmtretotnmy,
Acum putem calcula A([0, a]) pentru a € M = A.

Teorema 2.3.9. Avem:
a) A([0,(1 —0)-0™]) = po**t, dacd ny €N.
b) A([0, (1 — 6) - (6™ 4 gmatnz 4 gritnatotnm)]) =

m—2
=pgt + Z pgﬁnﬁmﬂhﬁ_h ph dacim €N, m>2,ny €N gi

h=0
N2, N3,y ooy Ny € N¥,
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c) MN[0, (1 —0) - (0™ + om1t7m2 4 4 gratnetetnm 4 ]) =

o0
—h o .
=pgrtt 4 Zp31+”2+ Frnee =l ph L dacd ny € N ging,ns, ... N, ... € N*,
h=0
o Lo . . r .
Teorema 2.3.10. (Forma generald a surjectiei canonice). Pentru orice 0 < 6 < 3 $i orice
a= (g, a1,-..,0p,...) € X avem

m(a) =(1-106) Zaiﬁi.
i=0

2.4 Dependenta de parametru

In acest paragraf vom studia dependenta multimii invariante gi a masurii invariante de parametrul

1
e (0,-|.
2
Observam ca teoria generald furnizeaza conditii pentru dependenta continua de parametru.
Vom dovedi mai mult, anume vom vedea ca aceasta dependenta este lipschitziana.

A. Dependenta de parametru a multimii invariante

Consideram multimea
K([0,1]) ={H C [0,1]|H # 0, H este compacti},
inzestrata cu metrica Hausdorfl-Pompeiu h.

1
Pentru orice 0 < 0 < 2 considerdm (din nou) contractiile
£8:10,1] = [0,1], f8(t) = 01

£00,1] = [0,1], £ () = (1 - 0) + 0,

si IFS-ul (f§, f¢) are multimea invariantd A? (punctul fix al lui F?).
In acest moment putem considera

H((Qé}ﬁ)—»@ﬂ&ﬂ)h)

data prin H(0) = A?. (Aici 6 reprezinta metrica uzuald pe R).
Vom vedea ca H este lipschitziana. Pentru a demonstra aceasta, avem nevoie s& demonstram
cateva rezultate preliminare.

Afirmatia 1
S& consideram intervalele I = [a,b] si J = [4, B] in K([0, 1]).
Atunci se observa, ludnd toate cazurile, ca
h(I,J) =maz (lJa — Al,|b— B]|).
Afirmatia a 2-a
1
Fie 0 < 0 <0y < 3 sin € N*. Atunci
0y — 07 > 05 — o7t
Afirmatia a 3-a(Consecint)
DaCéO<91<92§§§in€N,n22,avem
R 92—91>0£L—0{L.
Intr-adevar,
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O — 07 < On ' — 07t <0207 < < 0y — 6.
Afirmatia a 4-a

1
Fie n € N* gi definim ¢ : (O, > — R prin ¢(z) = 2™(1 — z). Atunci, pentru orice

2
1
0<b <0 < i,avem:

0 < o(02) — p(01) < (6 — 01) (;)nl .

Afirmatia este astfel demonstrata.
Acum suntem In masura sa demonstram:

Teorema 2.4.1. [Dependenta Lipschitziand o Multimii Invariante]
1
Aplicafia H este lipschitziand. Anume, pentru orice 61,65 € | 0, 2] , avem
h(H(01), H(62)) < 6|01 — 02].

Remarcd. Teorema (2.4.1) aratd ca in metrica Hausdorff-Pompeiu convergenta nu este destul de
ytare® si conserve proprietati importante. Astfel:

1
a) Dacd 0 < 6 < —, toate A? au proprietatea de a fi total disconectate (anume, ele sunt toate

homeomorfe cu X°°).

Acesta nu este cazul pentru Az = [0,1] = lin}Ao.
0—35

1
b) Pentru orice 0 < 6 < 2 avem L(A?) =0, in vreme ce L(A2) = L([0,1]) = 1.

B. Dependenta de parametru a masurii invariante
Consideram multimea P([0, 1]) a tuturor masurilor de probabilitate
A+ B(0, 1)) = [0,1],

inzestratd cu metrica Hutchinson (sau Kantorovich - Rubinstein) dy. Ne reamintim ca, pentru
w,v € P([0,1]), avem

dﬂmﬂz&mﬂ/ﬂw—/ﬂw

Atunci (P([0,1]),dy) este un spatiu metric compact. Pentru 0 < 6 < 3 sd consideram din nou

’f :[0,1] — R este lipschitziand cu || f||z < 1} .

—_

contractiile
0510,1] > [0,1], J3(6) = 0t 5
70,1 = [0,1], f7() = (1 — 0) + 6t
Sa fixam 0 < pg < 1,0 < p; < 1 astfel incat pg + p1 = 1. In acest moment, s& definim IFS-ul cu

probabilitati (¢, f7;po, p1), care are misura invarianta \%.
Anume, avem operatorul Markov

M? P ([0,1]) — P (]0,1]), dat prin
MP(A) = pofg(N) +prff (V)
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1
si A\? este punctul fix al lui MY, care este o contractie cu factorul de contractie < 3 (teoria generald).

Vom considera aplicatia
V: ((O, ;] ,5) — (P([0,1]),dg) , data prin V(0) = \?

si vom demonstra ca V este lipschitziand. Demonstratia acestui fapt depinde de urmatorul rezultat.

1
Lema 2.4.2. Pentru orice 01,05 € <0, 2} st orice p € P([0,1]), avem:

dyg (M* (), M* (1)) < |61 — 62

In final vom demonstra
Teorema 2.4.3. (Dependenta lipschitziand a mdsurii invariante)

1
Aplicatia V' este lipschitziana. Mai precis, pentru orice 01,0 € (O, 2} , avem:

dir (V(01),V(02)) <2 |61 — O],
Cazul degenerat § =0

Pentru 6 = 0, putem considera contractiile (constante) f§ = fo, f{ = f1, date prin
fo:[0,1] = [0,1], fo(t) =0
f1:00,1) = [0,1], f1(t) =1

si IFS-ul este (fo, f1)-
Daca 0 < pop < 1,0 < p1 < 1 si pg+p1 = 1, putem considera IFS-ul cu probabilitati

(fos f1;0,p1)-
In acest caz:

a) Multimea invarianta este A° = {0,1}.
b) Méisura invarianta este
AY = podo + p1oy
(04 : B([0,1]) — [0, 1] este méasura Dirac concentratd in a € [0,1])
Ultima afirmatie este adevarata deoarece
w(T) =1, dacd 0 € B

fo(w)(B) = n(fo H(B)) = { 0, dacd 0 ¢ B

pentru orice B € B([0,1]) si p € P([0,1]).
Deci fo(,u,) = 50 §amd

Se pot demonstra afirmatiile:
1
Afirmatia 1. Pentru orice 0 < 6 < 5 avem h(A% {0,1}) < 6.
(deci gir% A% = {0,1}). Intr-adevir, avem: A% C [0,0] U [1 —6,1] = C1(). Pentru orice z € A?,
—

dist(z,{0,1}) <0
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(daca x € [0,6], dist(z,{0,1}) = |x — 0] =2 < 0, q.e.d.)
Deci
sup {dist(x,{0,1})|z € Ae} <.

Din dist(z, A%) = 0,Vz € {0,1} rezultd totul.

Afirmatia a 2-a. Pentru orice 0 < 0 < 5 avem

dg(\?,\0) < 20

(deci éir% A = X\0). Aceasti afirmatie are loc deoarece calculele din Lema 2.4.2 si din Teorema
—

2.4.1 raman valide pentru 61 = 6 si 6, = 0.

2.5 Consideratii generale asupra paragrafului 2.4

Am demonstrat urmatoarele afirmatii:

1
1. Daci 64,0, € {O, 2], atunci h(AY, A§) < 6|6, — 0,|. (dependenta este lipschtziana, deci con-
tinud).
2. In consecinta,

lim A° = A% = [0, 1]

1
0—5

lim A? = A° = {0, 1}.
lim {0,1}

1
3. Daca 61,6, € [0, 5], atunci

dr (A1, \%2) < 2|0, — 6,]

(dependenta este lipschtziana, deci continud).

4. In consecint, lim A? = A2
6—1
limA? = \0 = Podo + p101.
0—0

1 ¢i 2 afirmé cd proprietétile topologice (i.e. calitatea de a fi homeomorfd cu o multime fixata,
calitatea de a fi total disconectatd) nu se conservd prin convergenta in metrica h. Limita in 0
afirmé ca nici proprietatile de cardinalitate nu se conserva. De aici ,slabiciunea” sa.
3 si 4 afirma ca proprietatile teoretice legate de masura (i.e. calitatea de a fi singulard, faptul ca
suportul siu este neglijabil) nu se conserva prin convergenta in metrica dg. Deci dp este ,slabi”.
In acelasi timp, se observa ci transformarile 6 — A?, 6 — A sunt continue.

Limitele in — si in 0 sunt ,singulare”. Deci, acumulari cantitative (chiar continue) pot duce la

schimbdri calitative dramatice (salturi).
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3 Sisteme iterative infinite. Subsisteme iterative

3.1 Introducere. Rezultate pregatitoare

Acest capitol este dedicat sistemelor iterative generale, pe care le vom numi (in virtutea unei
cutume actuale) sisteme iterative infinite.

Vom studia subsistemele acestor sisteme. Baza teoretica este expusi in articolul [41], iar rezul-
tatele din acest capitol sunt luate din articolele [15] si [40].

Daca I este o multime nevida, numita alfabet, notam cu
A=A(I) =1V (alternativ, cu I*)

multimea avand ca elemente w = wijws ... Wy ..., CU W1, W2, ..., Wy,... € L.

Mai notam cu A,, = N = it2,.n} multimea cuvintelor de lungime n (w = wyws ... wy, € Ay).
In vreme ce w € A(I) se numegte cuvant infinit cu literele din alfabetul I, w € A, (I) este cuvant
de lungime n, cu litere din alfabetul I; vom scrie n = I(w).

Mai notdm cu A* = A*(I) multimea cuvintelor cu litere din alfabetul I de lungime finita

A = | An(D) U {0},

m>1

unde Ag(I) = {v} este cuvantul vid, avind lungimea zero, [(v) = 0.
Dacd w € A(I) sau w € A, (I) sim € N, m < n, notdm cu [w]m,m = wiws .. . Wy
Pentru «a, 8 € A(I) definim
= 1 - 5

dA(avﬁ) = Z 3k

k=1

unde
1, daca x=y

0¥ =
x 0, daca x#y

este simbolul lui Kronecker.
Observam c& (A, dy) reprezintd un spatiu metric complet. Dacd I este finita, atunci (A, dy)
este spatiu metric compact.

Consideram
F,:A(I) — A(]), Fi(w)=1w, Vwe A(I).

1
Se observa ca, in conditiile date, F; este o contractie, cu factorul de contractie 3

dp (Fi(a), Fi(B)) = %d/\(a,ﬂ), Va,p € A(D).
Pentru w = wiws .. .wpy, € Ay, (I) notdm cu
F,=F,0F,o0...0F,
sicu A, = F,(A).
Prin conventie, punem

F, = Fy = idx.
Ay = Ag = Fy(A) = A.
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Observatii
1) A(I) = U F;(A(I)), deci A = A(I) reprezinta atractorul IIFS-ului (A(I), (F;),c;) (v.
iel
definitia 3.1.2).

2) A= U A,, pentru orice m € N*.
a€A,

Definitia 3.1.1. Fie (X,dx) si (Y,dy) doua spatii metrice. O familie de functii (fi);c;,

fi : X = Y, se numeste marginita dacd mulfimea U fi(A) este marginitd, pentru orice submultime
iel

marginita A C X.

Definitia 3.1.2. Un sistem iterativ infinit de functii (un IIFS, pe scurt) constd dintr-o familie

marginita de contractii (f;);.; pe X cu proprietatea ca

sup Lip (f;) < 1.
iel

Se noteazd S = (X, (fi);er)-

Fie (X, d) un spatiu metric complet.

Definim BC(X) = {B C X | B inchisd, marginita, nevida}. Stim ca (BC(X), h) reprezintd un
spatiu metric complet, unde h este metrica Hausdorff-Pompeiu.

Consideram o familie marginita de functii (f;);c; ca mai sus si,corespunzator, un sistem iterativ
infinit S = (X, (f;);c;)- Definim F; : BC(X) — BC(X), prin Fs(B) = U fi(B). Se verifica faptul

iel

ca definitia este corecta.

Apoi,

h(F.(B), F(B") = h (U 18, fi(B")> < suph (fi(B"), fi(B")) <
i€l i€l el
< (supLipfl) -h(B',B")<r-h(B,B"), VB',B" € BC(X).
iel

Prin urmare, F, este o contractie pe spatiul metric complet (BC(X),h) si aplicAnd principiul
contractiei, deducem ci 3' A € BC(X) astfel incat Fy(A) = A (unicul punct fix al lui Fy). Vom
numi pe A atractorul lui S. Notatie alternativi: A = A(S) (in cazul cAnd I este multime finit4,
regdsim teoria clasic a sistemelor iterative finite).

Asadar, unui ITF'S 1i putem asocia functia
Fs : BC(X) — BC(X),

definita prin
Fo(B) = fi(B), B € BC(X),
iel
iar Fg este o contractie, cu
Lip (Fs) < sup Lip (f;) -
iel

Notatie. Fie (X,d) un spatiu metric, S = (X, (fi)iel) un ITFS pe X si A = A(S) atractorul
sau.

Pentru w = wiws ... wym € Ay (I), considerdm f,, = f,, © fu, ©...0 fo,., si,pentru o submultime
H C X, notam cu H, = f,(H).
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In particular, A, = f,(A).

Consideram, de asemenea, f, = idyx si A, = A.

Notatie. Pentru o contractie f : X — X, notam cu ey punctul fix al lui f. Daca f = f,,
notdm cu ey, (sau cu e,) punctul fix al contractiei f = f..

Vom folosi, urmatorul rezultat fundamental:

Teorema 3.1.3. Fie S = (X, (fi)z'el) un IIFS, unde (X,d) este un spatiu metric complet,
A A(S) atractorul lui S, iar r 2 sup Lip (fi) < 1.
i€l
Atunci au loc urmdtoarele afirmatii:
1) Pentrum € N avem Ay,,.,, € A, pentru orice w € A = A(I) si

lim diam (A,,,) =0.

m—ro0
Mai precis,
diam (Ay,y,,) = diam (A, ) < r'™ - diam(A).
2) Daca a,, este definit prin

{aw}: n A[w]m7
meN*
atunci
lim d (eM ,aw) =0.

m—o0 m

3) Pentru orice a € A gi orice w € A avem

i f, (@) =

4) Pentru orice o € A* avem
A= 48 = fa}
weA
$t
Ta: U {aaw}~
weA
Dacd A = U fi(A), atunci
iel
A=AS) = {au}
w€eA
5) Avem

{6[w]m |lweA si mGN*}:A.

6) Funclia m: A — A, definitd prin m(w) = a,,, pentru orice w € A,are urmdatoarele proprietdti:
(i) ™ este continud;
(ii) 7(A) = A;
(iii) dacd A = U fi(A), atunci w este surjectivd;
iel
7) m(Fi(a)) = fi(n(a)), Viel, Va € A.
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Bazandu-ne pe aceste rezultate, preluate din lucrarea [41], unde spatiul codurilor unui sistem
iterativ infinit de functii (pe scurt un ITFS) este definit si este descrisa si relatia dintre acest spatiu
de coduri si atractorul IIFS, vom da o conditie suficientd ca o familie (I;);er de submultimi nevide

ale lui I, unde § = (X, (fi)icr) este un IIFS, sa verifice egalitatea |J A7, = A, unde A este
JjEL

atractorul lui S, iar Aj; este atractorul subsistemului iterativ S;; = (X , () ic I]_) al lui S.

In plus, vom demonstra c& fiind dat un numar cadinal infinit A, dacd atractorul IIFS-ului
S = (X (fi)ie 1) este de tip A (aceasta Insemnind cd existd o submultime densa in A avand
cardinalul mai mic sau egal decit A), unde (X,d) este un spatiu metric complet, atunci exista
S;= (X (fi)ie J) un subsistem iterativ al lui S, avdnd proprietatea ci avem card(J) < A, astfel
incat atractorii lui S si Sy coincid.

Definitia 3.1.4. Un spatiu metric (X,d) este de tip A, unde A este un numar cardinal, daci
existd o submultime densd A C X, avand proprietatea: cardA < A.

Definitia 3.1.5. Fiind dat un IIFS S = (X, (fi)i€I> si o submultime J C I, IIFS-ul §; =
(X, (fi);es) se numeste un subsistem iterativ al lui S (un sub-IFS al lui S, prescurtat).

Teorema 3.1.6. Fie X un spaliu metric complet, f : X — X o contractie si ey punctul fix al
lui f. Atunci, pentru orice mulfime inchisd nevidd H C X cu proprietatea cd f(H) C H, avem
er € H.

In consecintd, dacd S = (X, (fi)iel) este un IIFS pe X ¢i T € BC(X) are proprietatea cd
Fs(T) C T, rezulta ca A(S) C T.

Vom utiliza n continuare urmatoarea propozitie:

Propozitia 3.1.7. Fie S = (X, (fi)z‘el) un IIFS, unde (X,d) este un spaliuv metric complet, fie
a: N* — A o functie arbitrard si sa consideram

M =A{wa(w) |w e A}

Atunci w(M) este densd in A(S).

3.2 Rezultate

Teorema 3.2.1. Fie S = (X7 (f7)zEI) un IIFS, unde (X,d) este un spatiu metric complet si fie
A = A(S) atractorul lui S. Daca Ry < card(I) < A, unde A este un numdr cardinal, atunci
spatiul metric (A,d|a) este de tip A,unde d|s reprezintd restrictia distantei d la mulfimea A X A.

Remarcd. Rezultatul teoremei 3.2.1 nu este valabil in cazul in care I este finitd (in acest caz
atractorul A poate fi de tip strict numarabil, in cazul in care nu este finit).

Teorema 3.2.2. Fie (X,d) un spatiu metric complet, A un numdr cardinal infinit si A o mulfime
inchisd gi mdrginitd a lui X de tip A (i.e. spatiul metric (A,d|4) este de tip A). Atunci existd un
IIFS S = (X, (fi);er), avind proprietatea cd avem

card(I) < A,
astfel incat

A= A(S).
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Teorema 3.2.3. Fie S (X, fi 16]) un IIFS, unde (X,d) este un spatiu metric complet, A :=
A(S) atractorul sau i fie (1) . o familie de submultimi nevide ale lui I astfel incdt

Un=r
JEL
Daca pentru orice iy € Ij,, ig € Ij,, ..., i € I}, unde {j1,j2,...,jn} C L, existd | € L astfel

incat i1,49,...,1, € I;, atunci
U A =4,

jeL

unde Ay, este atractorul subsistemului iterativ Sy, = (X, (fi)ielj> al lui S.

Corolar 3.2.4. Fie § = (X, (fi)iel) un IIFS, unde (X,d) este un spativ ar metric complet si
A = A(S) atractorul sdu.
Atunci

U 4,=4

0A£JICT
J finita

unde Ay este atractorul subsistemului iterativ de functii Sy = (X, (fz)le,) al lui S.

Teorema 3.2.5. Considerind un numdr cardinal infinit A, fie S = (X, (fi)icr) un IIFS astfel
incdt atractorul A(S) este de tip A, unde (X,d) este un spatiu metric complet.
Atunci exista Sy = (X, (fi)z'eJ) un subsistem iterativ al lui S astfel incdt
card(J) < A
$1
A(S) = A(SJ).

Vom indica o modalitate de obtinere a unei submultimi J C I pentru care avem egalitatea
AS)=A(Sy).

Vom considera ca gi pe multimea de indici I este data o metrica dy. Pentru n € N* vom Inzestra
A, (I) = I"™ cu metrica ,,produs®
n
W)=Y dr (W wh),

unde w =wq...wy, € Ay(I), W' =wf...w), € An(})
Notdm cu

r:=sup Lip (f;) <1
i€l

Teorema 3.2.6. Fie (X,d) un spatiu metric complet pe care este dat IFS-ul § = (X, (fi)iel) cu

atractorul A(S).
Presupunem ca functia ,,generatoare” f : X x I — X data prin

fz,1):= fi(x), v € X, i €I,
are proprietatea ca 3C > 0 astfel incat
dx (f(z,i), f(x,i)) < C-dr(i,i'), Vo € X, Vi,i € 1.
Atunci pentru orice submultime J C I pentru care J = I are loc egalitatea de multimi

AS) = A(S)).
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4 Spatii speciale de functii si de masuri.
Masuri invariante

4.1 Integrala seschiliniara uniforma
Rezultatele din acest paragraf au aparut in articolul [16]. Le prezentdm, pentru completitudine,

fara demonstratii.

Definitia 4.1.1. Fie T o multime nevidd i ¥ C P(T) o o—algebrad pe T. O aplicatie p: 3 — X
se numeste masura vectoriala o-aditiva sau, mai concis, masura vectoriala, daca pentru orice gir
(Ap), C X de multimi mutual disjuncte, are loc egalitatea

N(U An> :Z/‘(An)~

Vom nota cu
ca(X,X) :={u: X — X | p m3surd vectoriald} .

Un rol fundamental in expunerea noastra il joacd insd un subspatiu al lui ca(X, X). Pentru a-1
putea defini avem nevoie de un concept ,,nou“ gi anume acela de variatie a unei masuri vectoriale.

Definitia 4.1.2. Pentru o masura vectoriala p : ¥ — X variatia lui p este masura pozitiva
lul: 2 — Ry

definitd dupa cum urmeaza:
daca A € ¥ se va defini

|ul(A) = sup {Z s (Ai)”} :
i=1

supremumul fiind calculat in raport cu toate partitiile 7 = (A1, Aa, ..., Ap) alelui A (ie. A1, A42,..., A4,

P
sunt in X, U A; =Asi A;nAj =0 pentru i # j).
i=1
Spatiul de masuri

cabv(E, X) :=={p € ca(X, X) | p mésurd cu variatie marginita}
va juca un rol fundamental. Vom inzestra spatiul vectorial cabv(X, X) cu norma naturald
el = [pl(T), daca p € cabu(X, X).

Se demonstreaza ca (cabv(X, X), | - ||var) este un spatiu Banach (conform ,,Spatii de functii®,
autor Ton Chitescu, pag. 157, Teorema 16, [10]).

Vom mai nota cabv(X, X) = cabu(T, X).

Pentru a putea stabili o legatura, cel putin in cazul in care T este un spatiu metric compact,
iar X un spatiu Hilbert, intre spatiul de functii C(T, X) si spatiul de méasuri cabv(T, X), vom avea
nevoie de un concept nou si anume acela de integrald a unei functii continue f : T'— X 1n raport
cu o masurd p € cabv(T, X).
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Sa consideram, pentru inceput, o multime nevida 7', o o— algebra ¥ C P(T') = familia tuturor
submultimilor lui T gi un spatiu Banach X , | -|). Pentru a evita situatiile triviale vom admite, de
aici incolo, cd X # {Ox }.

In cazul in care T este un spatiu topologic, in particular daci (T,d) va fi un spatiu metric
compact, vom considera ci o— algebra X este formata din submultimile boreliene ale lui T" si vom
utiliza, pentru a reprezenta acest lucru in scris, notatia X = By .

Spatiul vectorial

B(T,X):={f:T — X| f este marginita },

inzestrat cu norma naturala,

[flloe = sup{[[f (O]t € T},

devine un spatiu Banach
In continuare vor fi puse in evidenti diferite subspatii vectoriale ale spatiului B(T, X).

Reamintim cd o partifie a lui A € ¥ este un p — tuplu (Aq, As, ..., A,), unde @ # A; € ¥ sunt
p

mutual disjuncte (4; N A; = 0, pentru ¢ # j) si U A; = A. Cand nu apare pericolul unor confuzii
i=1
vom nota, mai simplu, (4;); pentru a desemna o partitie.
Pentru orice asemenea partitie se poate considera o functie simpld

P
f = Z@Ale )

i=1
unde z; € X; reprezentarea nu este unica! Sa retinem ca

pentru orice i € {1,2,...,p} si orice t € A;, daca A; # 0 .
Spatiul vectorial al tuturor functiilor simple va fi notat prin

S(E,X):={f:T — X| f este simpld }.

Este clar ca
S(2,X) C B(T,X).

Inchiderea TM (2, X)(:= S(2, X) ) alui S(X, X) in B(T, X) este spatiul functiilor total masurabile:

existd un gir (f,), C S(Z, X)

TM(S,X):={f:T—=X astfel incat f, = f -

Dacd T este un spatiu metric compact, un alt subspatiu inchis important al lui B(T, X)) este
C(T,X):={f:T — X| f este continua }.

Se stie ca acesta este un spatiu Banach, daca este inzestrat cu norma naturala ||f||. , pentru f
din C(T, X).
In acest caz, in loc de S(Br, X) (TM (Br, X)) vom scrie S(T, X) (TM(T, X)).
In fapt avem
C(T,X) c TM(T, X).
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In acest moment suntem in mdasura sa definim integrala unei functii total mdasurabile (in par-
ticular a unei functii continue) in raport cu o mdsurd cu variatie marginitd.
Fie X un spatiu Hilbert inzestrat cu produsul scalar (-|-). Pentru orice f € S(X, X), de forma
m

f= Z@Aixi;
i=1

si orice p € cabv(X, X), vom considera integrala lui f in raport cu pu, care, prin definitie, va fi
numérul (din K)

/ = > Jn(A) (4.1)

(s8 retinem ca acest numar nu depinde de reprezentarea lui f).
In cazul X = C este clar ca

[ fin = Y il (1.2)

Datorita inegalitatii evidente
[ ] <151 (1.3

operatia liniara
fre [ san

este uniform continud gi poate fi prelungita (utilizind extensia prin continuitate uniforma) la tot

S(2,X)=TM(X, X). Mai precis, pentru orice f € TM (X, X), valoarea extensiei este integrala

lui f in raport cu pu :
[ an =i [
m

oricare ar fi sirul (f,)m C S(X, X) astfel incat f,, — f . Mai mult, inegalitatea (4.3) se va mentine
si in acest caz. "

Vom retine faptul ca, in cazul X = K gi u > 0, integrala / fdu, calculata aici, coincide cu
integrala clasica (standard).

Un rezultat deosebit de important in aplicatii il constituie urmatoarea

Teorema 4.1.3. (Teorema de transport). Fie w : T — T o funclie (X,%X)—mdsurabild,
feTM(X,X) sip€ cabv(X, X). Atunci

[ #owdn= [ fain).

Corolar 4.1.4. Fie (T,d) un spativ metric compact i X un spativ Hilbert peste K.
Daca w: T — T este o aplicatie continud atunci

[ #owdn= [ fain),

pentru orice functie f € C(T,X) si orice mdsura p € cabv(T, X). Am notat prin w(u) transportata
lui b prin w, definita astfel:
w(p) : X = X, wp)(4) =p(w t(4), VAe .
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Un alt rezultat util, care rezulta si din considerente generale de analiza functionald, este dat

de urmatoarea
Lema 4.1.5. Dacd f,g € C(T,X) si
/fdy = /gdy,
pentru orice v € cabv(T, X), atunci f = g.
Pentru f € C(T, X), vom utiliza, in mod frecvent, formula

/ fdp =1im / Fndlt

unde (fn)m este un sir canonic asociat lui f.
Oricare ar fi f € C(T,X) si pentru orice a € T si x € X, avem

/ fd(6ar) = (f(a)]2) - (+)

In particular, daci X = K, avem, pentru orice f € C(T,K) siorice a € T, /fdéa = f(a).

De fapt, formula (x) este valida in general, pentru spatii abstracte T si orice f € TM (X, X).
Relatia (4.3) poate fi imbunatatita, si anume

[ sl < [ 11l < Dl 171 (4.4

intrucat |f| € TM (X, R).
Aplicatia
H:TM(%, X) x cabv(E, X) — K,
data prin
H(f,p) = /fdﬂ

este seschiliniara:

Jlaf +B9)dp = of fdu+p [ gdu

[fdlap+pr) = af fdu+B [ fdv (4.5)

oricare ar fi f,g iIn TM (X, X), orice p, v in cabv(X, X) si orice o, § in K.
Aplicatia H este si continua intrucét, utilizand (4), vom avea
HH(f )] < llellyar - 1l -
Asadar
(23 W TM(X) = [ fd > [ i)
si
(Hm, — o in cabv(E, X) = /fdum — /fdu).

Tindnd seama de (4.1), (4.2), (4.5), rezulta ca, in cazul X = K, avem, pentru orice f € TM (X, K)
si orice p € cabv(E, K) :

[tin = [ sam
—— ——
definitia actuala definitia standard
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unde 7t : X — K este masura data prin

fi(A) := p(A),
oricare ar i A € ¥ .
Teorema de dualitate Riesz - Kakutani afirma cd dualul C(T, K)’ al lui C(T, K) este liniar si
izometric izomorf cu cabv(T, K), prin izomorfsmul

cabv(T,K) 5> p <> x, € C(T, K)’

unde

o, (1) = [ fau (4.6)

iar integrala din (4.6) este calculatd in maniera standard. In plus, functionalele pozitive (i.e.

r,(f) >0, dacd f > 0) sunt date de masurile pozitive y > 0.

In termenii prezentei integrale se poate reprezenta (4.6) prin
z,(f) = / fdm, (4.6')

aplicatia p — / fdp fiind un izomorfism liniar i izometric (vezi (4.5)).

Daca utilizam si izomorfismul antiliniar si izometric Riesz - Fréchet care permite identificarea
X = X', precum si extensia teoremei Riesz - Kakutani ([21]), vom putea extinde consideratiile
anterioare si vom obtine un izomorfism antiliniar si izometric

cabv(T, X) 5 p +» x, € C(T, X)',

unde z, : C(T, X)) — K actioneaza astfel

5, (1) = [ i

(integrala fiind consideratd in sensul actual).
Fie f e TM(T,K), p € cabv(T,K) si x,y in X. Atunci fo € TM(T,X), py € cabv(T, X) i
are loc egalitatea

/ (fo)d(u) = ( / fdu) - (@ y) - (4.7)

[t = ( / fdu) . (7)

Relatia (4.7) se demonstreaza ugor, mai intai, pentru functii simple f.

Utilizand (4.7’), in cazul X = K", se poate reduce calculul integralelor vectoriale la calculul
unor integrale scalare. Mai precis, pentru f = (f1, f2, ..., fn) € TM (T, K™) gi g = (1, 2,y ey b)) €
cabu(T, K™), unde f; € TM(T, K), p; € cabu(T, K), vom obtine

[ fdn= z_j [ i (4.8)

In particular,

33



(avem f = Zfiei, W= Zuﬁh unde e; = (0,0, ...,0,1,0,...,0), 1 pe locul al ¢ — lea si, cu (4.5)
i=1 i=1

/fdu: zj:/fieiduz Xn:zn:/fieid(ﬂjej) =

j=1i=1

si (4.7):

n

i;/ﬁd(w) (i lej) i/fidﬂi)'

Vom ilustra formula (4.8), aplicand formula (4.6’), prezentdnd urmatorul

Exemplu.

Fie T = [0,1], X = C%si A : By — R, misura Lebesgue pe multimile boreliene Br ale lui
[0,1]. Masura u : By — C? este dati prin g = (u1, p2),unde

p1 = A+ id1, p2 = 0o + i
Functia f : [0,1] — C? este data prin f = (f1, f2), unde
f(t) =@t 1+it) = fi(t) =t, fo(t) =1+t

Atunci
/ fu = / frdp + / fadpa.
Dar
1 1
/fldm = / td(>\ + 251) = / td()\ — Z51) = / tdt — Z.t‘tzl = 5 —1
. [0,1] [0,1] 0
S1
/fgdug - / (1+ it)d(3o F iN) = / (1+ i)d(5o — iN) =
[0,1] [0,1]
! i 3
= (1+z't)|t:o—i/ I+it)dt=1—i(1+ <)== —1i.
0 277 2
In fine

fdu =2 — 2i.

Pentru a extinde (4.8) la cazul spatiilor Hilbert infinit dimensionale, vom avea nevoie de citeva
fapte preliminare.

Pentru inceput vom considera un subspatiu inchis Y C X. Vom nota cu my : X — X proiectia
ortogonald corespunzatoare. Pentru orice f € C(T, X) si p € cabv(T, X), avem

my o f € C(T, X) oy o flle < 1 fllse
my o p € cabo(T, X)), lmy o pll <l

)

intrucat |7y (x)] < ||z|, oricare ar fi x € X. Atunci, in una din ipotezele f(T') C Y sau pu(Br) C Y,
vom avea

[ san= [ay o pyatayop) . (4.9)

In consecinta, daca Y C X este un subspatiu inchis al carui complement ortogonal este Z C X,
iar f € C(T,X), p € cabv(T, X) sunt astfel incat f(T') C Y si u(Br) C Z, vom avea

/fdu = 0. (4.10)
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Extindem formula (4.8).

In cazul particular, cand X = K, considerand o baza ortonormala (ei)ie ; a lui X, putem
identifica orice f € C(T.X) prin f = (fi);c; C C(K) si orice p € cabv(T, X) prin p = (u);c; C
cabu(K), cu explicatiile urmatoare:

a) Pentru orice f € C(X) =C(T,X) si orice t € T, f(t) = S fi(t)es;

3

b) Pentru orice p € cabv(X) si orice A € By, u(A) = S pi(A)e; (familii sumabile).

Se poate demonstra atunci ca / fdu =29 / fidp; (integrala fiind calculatd in definitia actuald).

4.2 Norme si topologii pe anumite spatii de masuri

Rezultatele din acest paragraf au aparut in articolul [17]. Le prezentdm, pentru completitudine,
fara demonstratii.

4.2.1 Functii lipschitziene

A. De acum inainte, prin T, vom desemna un spatiu metric compact. Am vazut cd pe cabv(T, X)
se poate considera norma

el yar = 11l (T)

si, echipat cu aceastd normé, care genereazi topologia 7(var, T, X), spatiul cabv(T, X) devine un
spatiu Banach.

In continuare vom inzestra spatiul de masuri cabv(T, X) cu o noud norma. In acest scop vom
reaminti cateva fapte cunoscute si vom introduce o serie de notatii.

Dacd (E,dg) si (F,dr) sunt doud spatii metrice, o functie f : F — F se numegte functie
Lipschitz (vom spune cd f este o L functie) daca exista un numéar M > 0 astfel incat

dr(f(z), f(y)) < M de(z,y),

pentru orice x,y € F. Cel mai mic astfel de numar M se numeste constanta Lipschitz a lui f si
este desemnata prin || f||; , ceea ce inseamna ci

_ . dr(f(z), f(¥))
171, o= sup T TW))
(supremumul este calculat in raport cu toti z,y € E, x # y).

In cazul E = F, dg = dp si Ifll, < 1, vom spune ca f este o contractie, iar ||f||; poarta
numele de factorul de contractie al lui f. Reamintim si faptul cd in cazul in care (E,dg) este un
spatiu metric complet (e.g. E este o submultime inchisd E C Y, unde (Y, dy ) este un spatiu metric
complet si dg(x,y) = dy(z,y), pentru orice z,y € E) ¢i f : E — E este o contractie, atunci exista
un punct fix unic z* pentru f (i.e. z* € F gi f(2*) = 2*) care poate fi obtinut dupd cum urmeaza:

2" = lim " (o),

unde xzg € E poate fi ales in mod arbitrar, iar f® = fo fo..o f (Principiul contractiei al lui
| ——

n times
Banach - Caccioppoli - Picard).
Avem

L(T,X) = BL(T,X) C C(T, X)
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unde
LT, X)={f:T — X |f este o L functie},

BL(T,X)={f:T — X |f este o L functie marginita },

iar spatiul vectorial BL(T, X) este seminormat daca este inzestrat cu seminorma ||-||, (|| f]l, =0
<= f este constanta).

Pe BL(T, X) se poate considera norma
def.

Ilse =" Il + 1 £z,

iar bila unitate inchisa in raport cu aceasta norma va fi desemnata prin
BL\(T, X) :={f € BL(T, X) [|[fl g, <1}
Fie E, I’ doua spatii normate. Atunci
L(E,F)={V :E — F|V este liniar si Lipschitz },
iar pentru orice V € L(E, F') vom avea
Vo = IVl

4.2.2 Scheme de contractie

S& considerdm un spatiu vectorial (peste K) E. Fie E; C E un subspatiu vectorial al sau care si
fie gi normat, i.e. avem un spatiu normat (Eq, ||-||).
Vom considera gi o multime nevida A C E astfel incat

A-—A={z—yl|lzecAyec A} CE.

In acest fel se obtine un spatiu metric (A4, §), unde &(x,y) = ||z — y||, pentru orice z,y in A.

S& considerdm si un operator liniar H: E — FE astfel incdt H(E;) C E;. Vom nota cu H;
operatorul Hy: Fy — Fj, definit prin Hy(x) = H(x). Vom presupune si c& Hy € L(F,), i.e. Hy
este continuu. In fine, fie y € F si si definim P: A — E, via P(z) = H(z) +y. Vom presupune ca
P(A) C A gi vom scrie m pentru a desemna aplicatia 7: A — A care este data prin 7(z) = P(x).

Atunci 7 este o aplicatie lipschitziana, cu constanta Lipschitz constant |7, < ||Hil|,- Intr-
adevir, pentru orice 2/, 2" in A, avem 7 (z'), n(z”) € Asi

o(m(a"), w(¢")) = [|m(z") — w(z")|| = [[P(2") = P(z")[| =
= [[H(2") = H(")|| = [[H (2" = 2")|| = [[H1 (2" = 2")[| <
< Hullg ll2" = " || = [[Hallg (2", 2").

Vom remarca si faptul ca, in cazul ||Hi||, < 1, aplicatia 7 este o contractie, cu factorul de
contractie < |[Hyl|,. Cazul E; = E este mult mai simplu.

Aceasta
gSchemd de Contractie” va fi utilizata, ulterior, in mai multe randuri.

4.2.3 Norme si topologii pe anumite spatii de masuri

Teorema 4.2.1. Oricare ar fi p € cabv(T, X), avem

||N||MK < ||NHW7-;

unde des
el = "sup{ [ fdu|f € BLi(T, X) }.

In plus, aplicatia
N:cabv(T, X) — Ry,
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data prin
N(w) = il s
este o norma pe cabv(T, X).

Definitia 4.2.2. Norma ||-||,,; poarta numele de norma Monge-Kantorovici.
Topologia generata de norma |[-||,,, pe cabv(T, X) va fi notata prin T(MK,X) (topologia
Monge-Kantorovici ). Restrictia acesteia la

B, (X) = {u € cabo(T, X) ||l < a}

va fi notatd cu T(MK, X, a).

Conform cu definitia, pentru orice p € cabv(T, X) si orice f € BL(T, X) avem

\ / fdu‘ < Nl yese 115 (4.11)

Pentru un sir (py, ), C cabu(T, X) si p € cabv(T, X), vom utiliza notatia

MK
fin = 1,

n

pentru a desemna faptul ca u,, converge la u in topologia Monge-Kantorovici 7T (MK, X).

Remarcd. Inegalitatea (adevirats pentru orice p € cabv(T, X))

el are < Nleallar

aratd cd& T(MK,X) C T(var,X) (topologia variationald este mai find decat topologia Monge-
Kantorovici).

In general vorbind, incluziunea mai sus specificatdl, este strict, i.e. normele |||, si |||
nu sunt echivalente.

Vom vedea acest lucru in cele ce urmeaza. Pentru inceput vom sublinia faptul cd pentru un
spatiu metric compact (7, d), are loc echivalenta:

var

T este infinit <= T are un punct de acumulare.

Se demonstreaza urmatorul rezultat:

Teorema 4.2.3. Sd presupunem ca T este infinitd. Atunci incluziunea T(MK,X) C T (var, X)
este stricta.

Observatii.

1. Este clar cd daca T este finitd are loc egalitatea T (var, K) = T (MK, K) intruct in acest caz
spatiul cabv(T, K) este finit dimensional.

2. Dacd T este infinita spatiul normat (cabv(T, X), ||| ;) 01 poate fi un spatiu Banach. In caz
contrar, din inegalitatea |||, < |||l,a,» ar rezulta egalitatea T (var, X) = T(MK, X), ceea
ce este fals, dupa cum am vazut mai inainte.

3. In cazul cand T este infinitd, neechivalenta normelor |||, si |||y, 5 implici existenta unui
$ir (fn)n C cabu(T, X) astfel incat ||pn ||y =1 81 [[tn]] o, > 1, Pentru orice n.

var
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4. Intrucat T(MK, X) C T (var, X), are loc implicatia:

. MK
pn = p(in T (var, X)) = pin "=+ p.

S& remarcam ca implicatia inversa este, in general, falsi (in caz contrar ar rezulta faptul ca
T(var,X)=T(MK, X)).

De exemplu, daca 7' = [0,1], X = R, sa admitem ca d;, ME . In acelagi timp avem
1/n((0,1]) = 1, pentru orice n, pe cand do((0, 1]) = 0. !

Asadar afirmatia 6/, — do in 7 (var,R), i.e. H51/n — 60H — 0 este falsa, intrucat 6,,, — do In
T (var,R) implica convergennm punctuald (61, (A) - 00 (A), pgntru orice A € Br), ceea ce ;Llu este

cazul.

In consecinta, convergenta in topologia Monge-Kantorovici nu implica convergenta punctuala.
Ulterior vom pune in evidentd urmatorul fapt care explica totul: convergenta in topolo-
gia Monge-Kantorovici nu inseamna altceva decit convergenta slabd® pentru siruri
marginite.

B. In continuare vom introduce topologia slab* pe cabv(T, X). Dacd avem in vedere izomor-
fismul intre cabv(T, X) si C(T, X)’, putem prezenta topologia in discutie dupa cum urmeazi.

Definitia 4.2.4. Topologia slab* pe cabu(T, X), desemnatid prin 7 (w*, X), este topologia local
convexd, (separata) pe cabv(T, X) definitd de familia de seminorme (py)sec(r,x), unde, oricare ar
fi fel(T,X),ps : cabv(T,X) — Ry este datd prin

pr(p) = ‘/fdu‘-

Pentru a > 0, topologia pe B,(X), indusd de topologia T (w*, X), va fi desemnatd prin
T(w*, X, a).

In consecintd, pentru orice u € cabu(T, X), o bazd de vecindtati pentru p este formata din
toate multimile de forma

V(91,92 -y gm;€) == {v € cabv(T, X) H/gid(,u —v)| <e, pentrui=1,2,...,m}

(se iau in considerare toti posibilii € > 0, toti m € N i toti g; € C(T, X)).

AplicAnd teorema lui Alaoglu deducem ca pentru orice a > 0, multimea B,(X) este slab*
compactd (i.e. compacta in topologia T (w*, X).

Pentru un sir (fm)m C cabv(T, X) si pentru p € cabv(T, X ), vom nota

w*
Hm =7 [
m

pentru a desemna faptul c¢a (pm)m converge la p, in 7 (w*, X). (Vom spune ci (t,)m converge
slab* la p sau ca (fim)m este slab* convergent). Aceasta inseamnd cd

i [ fdun = [ fan

38



pentru orice f € C(T, X).

Putem demonstra ci pentru orice n € N, spatiul C(T, K™) este separabil. Mai precis, exista un
it (fm)m C BL(T, K™) astfel incat {f,, |m € N} este dens in C(T', K™)(vom spune c& (fp,)m este
un gir dens C(T, K™)).

Acest fapt are doud consecinte importante.

Prima Consecinta.

Fie (fm)m C BL(T,K™) un gir dens in C(T, K™).

Atunci pentru orice a > 0, dacd (fp)p C B (K™) si p € B,(K™), vom avea echivalenta:

Up w;),u<:> /fmdﬂp ;} /fmd,u
oricare ar fi m € N.

A doua Consecinta (Metrizabilitatea topologiei T (w*, K™, a) a lui B,(K")).

Pentru orice a > 0 si orice n € N, topologia T (w*, K™, a) este metrizabild. Multimea B,(K"™)
este compacté, ca submultime a spatiului topologic cabv(T, K™), inzestrat cu topologia T (w*, K™).

In consecintd, B,(K"™) considerat ca spatiu metric (in raport cu oricare dintre metricele care
genereazd topologia T (w*, K™, a)), este un spatiu metric complet.

Acest rezultat este crucial pentru restul lucrarii.

Faptul ca topologia T (w*, K™, a) este metrizabild se deduce din separabilitatea lui C(T, K™) si
din teoria generald (cf. Dunford & Schwartz, vol. I, V 5.1., p 426).

Vom avea nevoie de urmatoarea

Teorema 4.2.5. (Teorema Arzela-Ascoli). Fie n € N. Submulfimea. BL{(T, K™) este relativ
compactd in C(T, K™).

Vom Incepe investigarea conexiunii dintre topologiile T (w*, T, X) si T(M K, T, X).
Teorema 4.2.6. Fie T un spativ metric compact, X un spativ Hilbert peste K si a > 0. Se
considerd un $ir (fim)m>1 C Ba(X) st un p € Bo(X). Atunci dacd fim, Mg [ VO QUEA ly —> Ji.

In continuare vom raspunde la intrebarea: in ce conditii este adevarata si reciproca acestui
rezultat ?
Vom demonstra:

Teorema 4.2.7. Fie T un spatiuv metric compact, X un spatiu Hilbert (peAste K) finit dimen-
stonal si a > 0. Se considerd un $ir (m)m>1 C Ba(X) st un p € B4 (X). In aceste conditii dacd

w* . MK
HUm — [ atunce by, — W
m m
Remarca. Se construiesc, destul de simplu, contraexemple care sa arate ca, in cazul in care

dimg X = oo, afirmatia din enunt nu mai este adevarata.

Corolar 4.2.8. (Coincidenta convergentei slabe* cu convergenta Monge-Kantorovich).
Fie T un spatiu metric compact, a > 0 gi X un spatiu Hilbert finit dimensional. Atunci, pentru
un §ir (pm)m C Ba(X) and p € B, (X), urmdtoarele afirmatii sunt echivalente:
MK
Lopm = p
m

2. fim 3
m
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Sa interpretam ultimele rezultate.

Vom alege in mod arbitrar a > 0 gi n € N. Pe bila inchis B,(K™) avem urmétoarele doud
topologii metrizabile: T(MK, K™, a) si T(w*, K™, a) (a se vedea a doua consecint).

Corolarul 4.2.8 afirma ca in cele doua topologii mentionate avem aceleasi siruri convergente.
Intrucat topologiile in chestiune sunt si metrizabile deducem ca aceste topologii vor coincide:

T(MK,K",a) =T (w*, K", a).

Utilizand incd o datd a doua consecinta, va rezulta si faptul c& bila B,(K™) este compacta
in topologia T (w*, K™, a), deci si in topologia 7(M K, K™, a). Prin urmare bila B,(K™) va fi un
spatiu metric complet in raport cu metrica indusa de norma ||-|| ;-

Asgadar am obtinut

Teorema 4.2.9. Pentru orice a > 0 gi orice n € N, bila B,(K"), inzestratd cu metrica indusd
de cdtre norma Monge-Kantorovict |||, , este un spatiu metric compact, deci si un spativ metric
complet.

Este naturala intrebarea daca ultimul rezultat raméane valabil si in cazul in care K™ se inlocuieste
cu un spatiu Hilbert oarecare (peste K). Din pacate raspunsul este “NU”, chiar gi pentru spatii
Hilbert infinit dimensionale, separabile.

C. In aceastd ultimg sectiune a paragrafului dedicat prezentarii spatiilor pe care le vom utiliza
in lucrarea noastra, introducem, pe un subspatiu al lui cabv(7T, X), o noud norma, strans legata de
norma Monge-Kantorovici, deja prezentata.

Subspatiul in chestiune va fi

cabv(T, X;0) :={p € cabv(T, X) | w(T) =0}.

Este evident faptul c& cabv(T, X;0) este un subspatiu inchis in cabv(T, X). De fapt, avem de-a
face cu o proprietate mai tare, si anume se poate demonstra urmatorul:

Rezultat 1. Subspatiul cabv(T, X;0) al lui cabv(T, X) este slab* inchis (i.e. este Inchis in
topologia T (w*, X)).

In continuare vom defini

LT, X) = {f € LIT,X) | |If]l, <1}
Intrucat ||-||, < |-l 5L, avem
BL,(T,X) C L1(T, X). (%)

Pentru un p € cabu(T, X;0), arbitrar, vom defini

lalligse = sup{\ [ sau] 15 € narx)

Asadar
el arre = sup{|f fedp| | IIFIl, <13

Propozitia 4.2.10. Oricare ar fi i € cabv(T, X;0), avem
leelhe ke < Nlatllyo diam(T) (4.12)

Remarcd. Nu este posibild extinderea definitiei lui ||-||3,5 »dincolo* de spatiul cabv(T, X;0).
Asadar cabv(T, X;0) este domeniul natural de definitie pentru ||-|| 3,5 -

Pentru a fi mai precisi, fie -
p:eabv(T,X) — Ry
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O asemenea eXtenSie:
p(1) sup{‘/fdu‘ 1Al < 1)

Rezultatul 2.
1) p este o seminorm4 extinsd, i.e. pentru orice p, v in cabv(T, X) si orice a € K avem

p(p) +p(v)
o] p(pe)

p(p+v)
plop)

A

(cu conventia 0 - co = 0).
2) p(p) < 0o <= pu(T) =0 (i.e. p€ caw(T, X;0)).

Definitia 4.2.11. Norma |||}, pe cabv(T, X;0) poartd numele de norma Monge-Kantorovici
modificatd.

Observatii.

»

1. Unii autori utilizeaza termenul de “norma Monge-Rubinstein ” in locul termenilor “norma
Monge-Kantorovich 7 gi “norma Monge-Kantorovici modificata”, preferati de noi.

” A
1

In acelagi spirit, anumiti autori folosesc termenul “ distanta Monge-Rubinstein” in locul ter-
menilor “distanta Monge-Kantorovici” si “distanta Monge-Kantorovici modificata” prefera’c ti
de noi (a se vedea ulterior).

2. “Extinderea” definitiei lui ||-||3,, la intreg cabv(T, X) este periculoasd intrucat se poate obtine
rezultatul co, dupa cum am vazut.
[ fau

vom obtine ||p|3;x = 0o, pentru un anume y € cabv(T, X).

Pentru a fi mai expliciti, notdnd

il aere = Sup{

fe L1<T,X>},

De exemplu, alegdind T' = [0,1], X = K, u: Br — R mésura Lebesgue, pentru orice functie
constantd, f =a >0 (i.e. f:]0,1] = K, f(t) = a) vom obtine:

/fd,u:a

si deci [lull35c = oc.

Asadar necesitatea utilizarii spatiului mai mic cabv(T, X;0) apare in mod clar (fapt deja
evidentiat prin Rezultatul 2).

3. Asadar, pentru orice p € cabv(T, X;0) si orice f € L(T,X) = BL(T, X), vom avea
[ sau] <151 D

Afirmatia este in mod evident adevarata daca || ||, = 0, i.e. f este o functie constanta, intrucat
w(T) =0.

In cazul |||, > 0, functia
gi=——f
Sl

este din Ly (T, X) si |fgd,u‘ < |lullysx - Continuarea este directi!
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Urmatorul rezultat este foarte important.

Teorema 4.2.12. Normele ||| \;5 $i |35 sunt echivalente pe cabv(T, X;0). Mai precis, pentru
orice p € cabv(T, X;0), avem

||M||MK < ||M‘|j\41{ < HMHMK (diam(T) + 1) (4.13)

Remarcd. 1. Pentru un sir (uy ), C cabv(T, X;0) si pentru p € cabv(T, X;0), vom scrie

MK*™
fn

pentru a desemna faptul ca (u,,), converge la p in distanta indusa de norma |[|-||}, 5. Este de
retinut cd aceastd notatie nu este necesard (conform Teoremei 4.2.12)

MEK* MK
e T T
n n
2. Relatiile (4.12) i (4.13) descriu in mod satisfacator raporturile dintre normele ||-[|,..., "Il v x

si sk
Definitia 4.2.13. Si consideram o multime nevidd A C cabv(T, X).

1. Distanta variationald pe A este data prin

def
dj(u,v) = |[pw—v|, pentru p,v € A

2. Distanta Monge-Kantorovici pe A este data prin
def
dui(p,v) = |[n— vy, pentru p,v € A.

3. S& presupunem, in mod suplimentar, cd A C cabv(T, X) are proprietatea cd p—v € cabv(X,0),
pentru orice pu,v € A. Distanta Monge-Kantorovici modificatd pe A este datad prin

def *
Ay (s v) = Nl =vliyg -

Vom utiliza aceasta din urma distanta in urmatorul context:
Pentru un vector oarecare v € X definim

cabv(T, X;v) = {p € cabv(T,X) | p(T) =v}

In cazul v = 0, obtinem cabu(T, X;0), si prin urmare “noua” notatie va fi compatibila cu cea

“veche”.
In mod evident 0;v € cabv(T', X; V) pentru orice ¢t € 7.
In continuare sa consideram () # A C cabv(T, X;v). Atunci pp — v € cabv(T, X;0), oricare ar fi

w,v € A.
Prin urmare orice multime nevidd A C cabv(T, X; v) poate fi metrizatd cu metrica d}; .

Fie a > 0 si v € X. Vom spune ci a si v sunt compatibile daci a > ||v]. In acest caz
B, (X,v) # 0, intrucat &, v € B,(X,v), pentru orice t € T (||0;v|,,, = [|V]), unde

Bo(X,v) :=B,(X)Neabv(T, X;v).
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In general noi vom lucra cu multimi A C B,(X,v).
Consideratiile precedente arata ci pe B,(X, v) se poate considera distanta Monge-Kantorovici
modificat u a data prin

dirr(ov) = = vilix
si distanta Monge-Kantorovici dat prin

Ay (s v) = [l = vll g -

Aceste doud distante sunt echivalente. Mai precis, pentru orice u, v € B,(X,v) avem:

dyvr (p,v) < dyyge (1, v) < durie(p, v) (diam(T) + 1)
Teorema 4.2.14. Fiea >0 si v € X compatibile (||v] < a). Atunci

1. Multimea B,(X,v) este slab* inchisa in B, (X); prin urmare B,(X,v) este slab* compacta.

Pe B,(X,v) avem metricele echivalente dprx i diyypc -

2. Pentrun € N ¢i X = K™ avem urmatorul rezultat suplimentar: bila inchisa B,(K™), echipatd
cu una dintre metricele echivalente dyrie sau dyp , este compactd, prin urmare va fi un spatiu
metric complet (topologia sa fiind egald cu topologia slaba*).

3. In cazul particular in care K =R, n=1 ¢i v > 0, se poate considera multimea
BI(R,v) =B, (R,v) N cabv™ (T, R)

unde
cabv™ (T, R) = {p € cabv(T,R) | > 0}.

Atunci B (R,v), echipatd cu una dintre metricele echivalente dyx sau di, o este compactd,
prin urmare va fi un spatiuv metric complet (topologia sa fiind egald cu topologia slaba*).

Pentrua =v =1, B](R,1) = P(T) este exact multimea probabilititilor pe Br.

4.2.4 Consideratii suplimentare privind spatiile de functii vectoriale continue gi norma
Monge-Kantorovich

In acest subparagraf prezentim rezultate (probabil originale) privind densitatea lui BL(T, X) in
C(T, X) si separabilitatea lui C(T, X'). Vom vedea c& putem lucra cu spatii X infinit dimensionale.

Ca de obicei, vom considera un spatiu metric compact (T, d) si un spatiu Hilbert X peste K,
echipat cu produsul scalar (z,y) si norma | -||. Notdm cu C(T,X) spatiul Banach al tuturor
functiilor continue f : T — X, echipat cu norma uzuala a convergentei uniforme:

[flloo = sup{llf O [ t € T}

Teorema 4.2.15. Fie T wun spatiuv metric compact si X un spativ Hilbert peste K. Atunci
BL(T,X) := BL(X) este dens in C(T, X) := C(X), dacd ultimul spatiu se inzestreazd cu norma
naturald ||-|| o, ; asadar pentru orice f € C(T, X) si orice € > 0 existd g. € BL(T, X) astfel incat
1f = gelloo <&

In particular, dacd X este separabil, rezulta cd i C(T, X) este separabil.
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4.3 Cadrul de lucru

Vom considera un spatiu metric compact (T, d) si un spatiu Hilbert X peste K echipat cu produsul
scalar (x,y) si norma | - |. Notdm cu C(T, X) spatiul Banach al tuturor functiilor continue f :
T — X echipat cu norma

[flloo = sup{llfF O [t € T}

In general, pentru orice spatiu topologic (Y,7), multimile boreliene ale acestui spatiu vor fi
notate prin By . Asadar, multimile boreliene ale lui T' vor fi notate cu By, multimile boreliene ale
lui X vor fi notate prin Bx. Multimile boreliene produs vor fi notate prin Br ® By si stim ca
Br @ By = Bryr.

Avem si notatii de forma Br ® ¥ sau Bx ® ¥ (unde ¥ este o anumitd o-algebra).

Daca (E, || -|) st (F,]]| - |l|) sunt spatii normate, not&m

L(E,F)={V :E — F |V este aplicatie liniara gi continui}
care devine spatiu normat (chiar Banach dacd Y este Banach) cu norma operatoriald
Vllo = sup{[[[V (@)l [ z € X, [J]| <1}.

In particular, notdm £(E,K) = E’ =dualul (algebrico-topologic al lui E) si £(X) = £(X, X).
Pentru orice spatiu normat (E, | - ||) putem considera spatiul vectorial

cabv(T,E) = {m : By — E | m este o — aditiva si

are variatia totald |m|(T) < oco}.
Atunci, cabu(T, E) devine spatiu Banach cu norma variationald
|ml| = [m|(T).
Pentru a putea discuta despre dualul C(T, X)’, reamintim existenta izomorfismului antiliniar
Riesz-Fréchet P : X — X', definit prin P(y) =V, unde V,(z) = (x,y), pentru orice x € X. Avem
doud moduri de a prezenta dualul C(T, X)'.

Modul clasic

Exista un izomorfism liniar izometric
I:cabv(T,X") — C(T, X)'

(pe cabv(T, X') avem norma variationald), actionand astfel:

a) Pentru orice m’ € cabv(T, X'), putem defini integrala functiilor simple

m
Y= Z PA;Tq
i=1

(A; € By disjuncte, z; € X) prin

/* pdm' = Zm'(Ai)(mi) ek
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b) Aceastd integrald se extinde la multimea TM(T, X) a functiilor total mésurabile (i.e.

sunt limite uniforme de functii simple) astfel:

/ pdm/ :lim/ Pndm/,

v u v . 9
dacad ¢, — ® (convergenta uniforma)
n

c) Deoarece C(T',X) C TM(T, X), putem defini

/ fdm’
pentru orice f € C(T, X).

Atunci, pentru orice m’ € cabv(T, X), definim

I'(m’):C(T,X) — K prin

0 () = [ fam,
a se vedea [21].

Modul antiliniar (folosit in prezentul capitol)

Exista un izomorfism antiliniar izometric
¢ :cabv(T, X) — C(T, X)',
actionand astfel:
a) Avem izomorfismul antiliniar izometric

Q: cabv(T, X) — cabv(T, X'), definit prin

Qm)=Pom=m'

b) Definim ¢ =T o Q (care este izomorfism antiliniar gi izometric).
Asadar, avem schema
cabv(T, X) LN cabu(T, X') - C(T, X).

care

n
Se vede c&, dacd m € cabv(T,X) si ¢ = Y @a,z; este functie simpld, ca mai Inainte, avem

i=1
Q(m) =m’ gi

n

[ dnt =3 w40 = 3 Pn(A) ) = Y (enm(4) = [ i,

i=1
in sensul integralei seschiliniare folosite in aceasta teza.

Prin urmare, dacd m € cabv(T, X) si f € C(T, X), vom avea

y'(f) = /fdm, unde y' = ¢(m).
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Pentru a putea completa cadrul de lucru, vom reaminti c&, dacd (M,d) gi (IV, ) sunt doud
spatii metrice, o functie f : M — N se numesgte lipschtziana daca

6(f(s), f(1))

= sup —— 71— < O0.
”fHL s,tGI;/I d(S,t)
s#t
Evident,
O0(f(s), f(1)) < |IfllL - d(s,t) pentru orice s,t € M.
Vom nota

L(M,N)={f: M — N | f este lipschitziani}

(In cazul cand M = N, scriem L(M) in loc de L(M, M).)
Daca N este spatiu normat, rezulta ca L(M, N) este spatiu vectorial seminormat cu seminorma

f= e

In acest caz, avem
L(M,N)D> BL(M,N)={f € L(M,N) | f este marginita}
si BL(M, N) devine spatiu normat cu norma

fllfllse = 1 lloo + 11 2

In cadrul prezent, avem (evident)
L(T,X)=BL(T, X).

Completarea cadrului

Vom considera un spatiu cu masurd (0, %, W) (spatiul de indici), precum si doud functii w :
Tx0 — T,R: Xx0O — X care sunt presupuse masurabile, anume: w este (Br®3, Br)-masurabila
si R este (Bx ® 3, Bx)-masurabila.

In acest context, vom folosi i notatia indiciala, dupa cum urmeaza: pentru orice § € O, avem
functiile wy : T — T (respectiv Ry : X — X)) definite prin

wo(t) = w(t, ) (respectiv Rp(x) = R(x,0)), adica
wp =w(-,0) si Rg = R(-,0).

Vom presupune c&, pentru orice § € © : wyg € L(T) cu |wgllz = 7o si
Ry € L(X,X).

Daca toate rg < 1, functiile wy sunt contractii.

Inainte de a trece mai departe in expunerea cadrului, facem

Remared. Cazul particular cAnd spatiul cu méasurd (0, %, W) este discret este foarte important.
Avem 1n vedere urmatoarele situatii:

Cazul finit

0={1,2,---,n},X =P(O), W este misura cardinal
(W(A) = card(A) pentru orice A C O)
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Cazul numarabil

O =N*"3 =P(0), W este masura discretd
(W(A) = card(A), dacd A este finitd gi W(A) = oo, dacid A este infinitd)

In acest caz, a spune cd w: T x © — T este (Br ® X, Br) - misurabild este echivalent cu a
spune cd wy : T — T este (Br, Br) - méasurabild pentru orice 6 € O.

intr—adevér, o implicatie este banald (anume, ca orice wy trebuie si fie masurabild).

Reciproc, daca acceptam ca orice wy este functie masurabild, rezulta pentru orice B € Br:

W™ (B) = {(t,60) | w(t,0) = wi(t) € B}

= |J (w5'(B) x {6}) € Br x P(©).
9co

Prin urmare, in cazul discret, masurabilitatea functiei w este automat verificata, deoarece toate wy
sunt continue. O

Continuam prezentarea cadrului de lucru.
Vom mai presupune ca functia Ind : © — R, definita prin

Ind(0) = || Ro|lo,

este (3, Br, )-masurabila.
Conditia de mai sus trebuie impusa in ipoteze. Totusi, daca spatiul X este separabil, masurabilitatea
functiei Ind este automata, dupa cum rezulta din urmatoarea:

Remarcd. In cazul cand X este separabil, functia Ind este automat masurabila.

Intr-adevir, fie A C X o multime numérabild densd in X. Avem, pentru orice 8 € O,

1Rello = sup |[Ro(z)[| = sup [|Rg(x)] (4.14)
o<1 =<1

De asemenea, pentru orice x € X, functia 0 — Ry(z) este (X, Bx) masurabild, deci functia
0 — ||Rg(x)|| este (X, Br, ) masurabila.

Deoarece supremumul din ( 4.14) este construit pentru o multime numarabila, rezulta ca functia
6 — ||Rg||o este (X, B, ) masurabila.

Avem nevoie de

Lema 4.3.1. In toate cazurile, functia Lip : © — [0,00), definitd prin
Lip() = rg este (X, Br, ) masurabild.

Avand in vedere acest rezultat, impunem si ultima conditie, care incheie prezentarea cadrului
de lucru.
Sa presupunem ca

/ Ind(0)(1 + Lip(8)) dW (6) < o,
(]

adica
/ IRollo - (1 +19) dW(0) < 0.
o)
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In cazul cand Lip este marginita (de exemplu, in cazul cand toate functiile wy sunt contractii),
ultima conditie este echivalenta cu

/ 1 Rollo dWW (6) < oc.

®

4.4 Operatori pe spatii de functii continue

Lema 4.4.1. Pentru orice f € C(T,X) si oricet € T, functia U : © — X, definitd prin
U(0) = (Ro o f owp)(1),

este integrabila Bochner in raport cu W.

In baza precedentului rezultat, rezultd ci, pentru orice f € C (T, X), putem defini functia
H(f):T— X
prin relatia (integrald Bochner)
)0 = [ (Roo fown)®)dW(0)

Teorema 4.4.2. Pentru orice f € C(T,X), avem H(f) € C(T,X).

Teorema 4.4.2 ne spune ca putem considera operatorul
He:C(T,X) = C(T,X),

definit prin

care este evident liniar.

Teorema 4.4.3. Operatorul Ho : C(T,X) — C(T, X) este liniar i continuu. Anume, pentru orice
fec(T X), avem

el < ( [ 1ol ai¥(®) - 17

adici | Hello < / | Rollo dW (6).

In continuare, ,restringem” domeniul de definitie al lui H¢, considerand functii lipschitziene.

Lema 4.4.4. Fie f € L(T,X) = BL(T, X). Atunci, pentru orice s,t in T, avem

V() (s) — HDW)] < ( [ 1Ralo 7o dW<e>) NFlle - d(s. ).

Rezulta
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Teorema 4.4.5. Pentru orice f € L(T,X), avem H(f) € L(T, X) si

VH < 1£]z - / |Rallo - 70 AV (9).

Putem deci considera operatorul (evident liniar)
Hp:L(T,X)— L(T, X),
definit prin
Hi(f) = H(])-

Consideram pe L(T, X) norma || - || gz si obtinem

Teorema 4.4.6. Operatorul Hy, : (L(T,X),||- |r) = (L(T, X),| - |BL) este liniar si continuu
$t avem

| Hl, < / 1Bolly - (14 r0) AW ().

In continuare, vom considera He : C(T,X) — C(T,X) si adjunctul siu H : C(T,X) —
C(T, X)', definit ca de obicei prin

HL(Y)=y oHe=1'.
Ne reamintim gi de izomorfismul antiliniar gi izometric ¢ : cabv(T, X) — C(T, X)’ si consideram

diagrama

cabv(T, X) KN cabv(T, X)

¢l o~ 1l ¢
C(TvX)/ T C(TaX)/

C

Anume, cu ajutorul lui H¢, si ¢ putem defini
H : cabv(T, X) — cabv(T, X)

prin

H=¢"'oH o0

Deoarece ¢ si ¢~ ! sunt antiliniare, rezults cd H este aplicatie liniard si continua.
Diagrama de mai inainte este comutativa, adica avem

poH=H,o¢ (4.15)

Teorema 4.4.7 (Teorema de schimbare de variabild). Pentru orice f € C(T,X) si orice v €
cabv(T, X), avem

[ ranw) = [ He(p v
In continuare, vom efectua evaluiri privind normele operatorului H privit ca ationand pe

cabv(T, X) (sau subspatii ale lui cabv(T, X)) cu diverse norme.

Pornim, bineinteles, cu cabv(T, X) normat cu norma obignuitd variationald: ||u|| =4 | (T).
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Teorema 4.4.8. H : (cabv(T, X),| - ||) = (cabv(T, X),| - ||) este liniar si continuu $i avem

[Hlosor < [ 1Rallo aW(6).

Lucram cu norma Monge-Kantorovich, deci consideram
H : (cabv(T, X), || - |k ) — (cabv(T, X), || - [|arx)
si obtinem:

Teorema 4.4.9.
H: (cabu(T, X), || - [[mK) = (cabo(T, X), || - | mx)

este liniar si continuu $i avem

[Hloasse < [ IRallo(1+ 7o) aW¥ (0).

Pentru a putea discuta despre H in contextul normei Monge-Kantorovich modificate, avem
nevoie de urmatorul rezultat intermediar.

Lema 4.4.10. Pentru orice v € cabv(T,X,0) = {u € cabv(T,X) | p(T) = 0}, avem H(v) €
cabv(T, X, 0).

Rezultatul precedent arata cd putem ,restringe si corestrange” operatorul H la spatiul cabv(T, X, 0).
Cu alte cuvinte, putem considera operatorul (evident liniar)

Hi : cabu(T, X,0) — cabv(T, X, 0),

definit prin

Teorema 4.4.11.
7'[1 : (cabv(T, X7 0)7 H : ||7\/[K) — (cabv(T, X7 0)7 H : ”aI(V[K)

este liniar si continuu i avem

1Hallo < / | Rollo - ro AW (6).

4.5 Cazuri particulare

A. Semigrupuri de operatori

Reamintim c& un semigrup uniform continuu de operatori este P : [0,00) — £(X) cu urmétoarele
proprietati:

a) P este continud (pe £(X) se considers topologia datd de norma operatoriald || - ||o);
b) P(0)=1I(]:X — X,I(x) =« pentru orice x € X);

c) P(s+t)= P(s)o P(t) pentru orice s,t in [0, c0).
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Se aratd ci existd (in norma || - ||,)

lim - (P(#) ~ P(0)) = A € £(X)

(A se numegte generatorul semigrupului).
Atunci, avem analoaga celebrei teoreme de aditivitate a lui Cauchy: pentru orice t € [0, 00),

o 1 o
Pty =t =143 —(tA)" (in norma || - ,)

n=1
De exemplu, dacd vom lua, pentru orice ¢ € [0,00), P(t) = e *I, vom constata cd A = —I, deci
P(t)=e i |P(t)]l, = et Vt €[0,00).

Ne incadram 1n schema noastra initiala dupa cum urmeaza.
Luam (0, %, W) astfel:

© = [0,00), X = borelienele lui [0, 00) si
W = maésura Lebesgue pe [0, 00).

Luam un spatiu Hilbert X oarecare si un semigrup uniform continuu de operatori (Rg)ge[o,00) (aici
scriem Ry in loc de R(6)), care genereaza functia

R: X x[0,00) = X, definitd prin
R(z,0) = Ro(x)

Functia R este (Bx ® Bjp o), Bx)-méasurabila, deoarece este continua si Bx ® Bj,o0) = Bx x[0,00)-
Continuitatea lui R rezultd astfel: dacd x,, — x In X si ¢, — ¢ In [0, 00), atunci
n n

[1B(2n,0n) — R(z,0)|| = || Ro,, (zn) — Ro(2)]|
<||Rg, (zn) = Ro, (2)[| + [ Ro, (z) — Ro(2)|
<R, llo - lzn — 2l + [ R, — Rollollz|
< (1Rello +0) - llzn — [l + [[Rn = Rllo - [|2[],

unde ¢ > 0 poate fi luat arbitrar (pentru n > n(0) suficient de mare, deoarece || Ry, ||, — || Rol|) si
R(xy,60,) — R(x,0).

Completdm schema ludnd T = [0, 1], iar functiile wp : [0, 1] — [0, 1] se obtin dupd cum urmeazi.

Fie a : [0,00) — [0,1] o functie continud cu a(0) = 1 gi a(f) > 0 pentru orice § € [0,00). (de
exemplu, putem lua a(6) = 5.)

Fie gi w: [0,1] — [0, 1] o functie lipschitziana fixata.

Vom defini, pentru orice 6 € [0, ), pe

wp : [0,1] — [0,1], prin
wa(t) = a(8) - wolt)

(Se vede ca wo(t) = a(0) - wo(t) = wo(t) este coerent definita)
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Faptul ca functia

w :[0, 1] x [0,00) — [0, 1] data prin
w(t,0) = wy(t)

este (Bo,1) @ Bjo,0), Bjo,1))-masurabila, rezulta din faptul ca w este continua (avem By 1) ® Big,o0) =
Bio,11x[0,00)
In plus, pentru orice 6 € [0, 00), avem:

ro = sup |wo () — wa(t)]

=a(f) - lwoll
5,t€[0,1] s —t
s#£t

Impunem si conditia

l/H&Wﬂ+WWW@<%7
0

echivalenta cu o
/ | Rollo d6 < oo
0
In cazul particular cand Ry = eI pentru orice 6 € [0,00), avem ||Rgllo = % si conditia se

indeplineste.
In acest caz, pentru orice f € C(T, X ), vom avea, daca t € [0, 1]:

Mﬂméﬂmmm%wmwmémmqwmwwmw
=/mf%wmwwmw

0

In particular, daci luim z € X si f(t) =t - x pentru orice t € [0, 1]:

H(f)(t) = /Ooo(e‘) ca(0) - wo(t)) - df = wo(t)~(/ooo e%a(0) d9) x

B. Cazul cénd toate aplicatiile wy sunt constante

Consideram in schema generala prezentata la Inceput situatia cand, pentru orice 6 € O, functia
wp : T — T este constanta:
wy(t) =ty € T pentru orice t € T.

Putem defini ¢ : © — T prin ¢(0) = ty. Rezultd cd w(t,d) = ¢(0) pentru orice t € T i 0§ € O, deci
wHB) =T x ¢ !(B) pentru orice B € Br.

Agadar, misurabilitatea lui w revine la faptul c& ¢ este (X, Br)-mésurabild. Evident, r9 = 0 pentru
orice # € O, deci trebuie sa mai avem si

/ 1Rl d6 < oc.
0
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Pentru orice f € C(T, X),orice 6 € © si orice t € T, avem

H(f)(t) = /(Re o fowy)(t)dW(0) = /Ro(f(w((?)))dW(@ € X,

deci functia H(f) este constanta.
Incercam sa urmarim actiunea operatorului H in acest caz. Pentru aceasta facem urmatoarea

Remarca. Daca V : © — X este integrabilda Bochner in raport cu W si z € X, atunci

( / V(0)dw(o).x) = / (V(0), 2) dW (0)

(integrala din stdnga este Bochner, iar integrala din dreapta este integrald Lebesgue abstracta
standard).

Demonstratia este similara cu demonstratia faptului ca, daca Y este un spatiu Banach gi S :
X — Y este un operator liniar si continuu, atunci

s(/V(e) dW(e)) - /(soV)(e) AW (8).

Revenind la problemele noastre, vom avea, pentru orice v € cabv(T, X )::

/fd’H(y):/H(f) dv.

Deoarece

H(f) = ¢r / Ro(f(2(6))) AW (9), rezulti ci

[ 1) =(Ratr (0. 2()) =(#(00). Ry (1),
adica
[ ) =(£00). By(1))), unde

R} este adjunctul hilbertian al lui Rg.
C. Cazul discret
C1. Cagzul finit

In schema initials, vom lua © = {1,2,--- , M}, ¥ = P(O) si W miisura cardinal.
Urmaérim s calculdm in acest caz pe H(v), pentru orice v € cabv(T, X). Pentru aceasta, facem
trei observatii preliminare:

Remarcd. [Schimbare de variabild] Pentru orice f € C(T, X), orice w : T — T continud si orice
w € cabu(T, X), avem

[ it = [(row)du
unde w(p) : By — X este masura transportata, definita prin

w(p)(A) = p(w™'(A4)).
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Verificare algebrica usoara pentru f simpld, f = 371" | pa,2; (deoarece fow = 371" | 0,,-1(4,)Ti)
si trecere la limitd uniforma pentru f € C(T, X).

Remarcd. Pentru orice f € C(T, X), orice R € L(X) si orice pu € cabv(T, X) avem

Jenydu= [ raow

Verificare algebrica ugoard pentru f simpla si trecere la limitd uniformd pentru f € C(T, X).

Remarcd. In contextul de mai sus, pentru orice f € C(T, X), avem
M
H(f) = ZRiofowi.
i=1

Tntr-adevér, daca t € T, avem

M
H(f)(t) = /(Rg o fowp)(t)dW (8) = S (Ry 0 f ow;)(t).

i=1

Teorema 4.5.1. In contextul de mai sus, pentru orice v € cabv(T, X), avem

M
H(v) = Z R} ow;(v).

Remarca. Vom reveni cu consideratii suplimentare asupra acestui rezultat.

C2. Cazul numarabil

In schema intiali, vom lua © = N* = {1,2,....n,...}, © = P(O) si W misura discreta.
Prin urmare, se indeplineste conditia

S IRillo - (14 75) < oc.
i=1

Teorema 4.5.2. In contextul anterior, avem:

1. Pentru orice f € C(T, X):
Ho(f) =) Riofouw
i=1

(convergentd absolutd in C(T,X)).
2. Pentru orice v € cabv(T, X):

Hv) =3 R owi(v)

(convergentd in cabv(T, X) cu norma variationald).
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4.6 Masuri invariante fractale

Cu ajutorul operatorului H (cu variante), vom construi anumite contractii pe anumite spatii de
masuri vectoriale. AplicAnd acestor contractii principiul contractiilor (Banach-Caccioppoli-Picard)
vom gasi masuri puncte fixe pe care le vom numi masuri invariante sau fractale, in spiritul modelului
standard dat de operatorul Markov.
In mod concret, vom considera operatorul
H : cabv(T, X) — cabv(T, X)
si normele deja introduse pe cabv(T, X) sau pe subspatiul cabv(T, X,0). Corespunzitor, avem
normele operatoriale evaluate deja:
[H#llowar < [ | Rollo W (6)
(vezi Teorema 4.4.8)

[Hlo.nrx < [ | Rollo - (1 4 76) AW (0)
(vezi Teorema 4.4.9)

Mo < / | Rallo - 7o AW (0)

(vezi Teorema 4.4.11)
Vom impune conditii care sa asigure aparitia de contractii, anume

[ 1Ralloawo) <1
/||R9||0(1 +ro) dW(6) < 1 (4.16)

/ |Ralo - radV (9) < 1

Contractiile promise vor fi construite cu ajutorul a doua scheme.
Vom considera ¢ una din conditiile ( 4.16) se indeplinegte.

Prima schema

Considerdm o multime nevidd A C cabv(T, X) cu proprietatea cd H(A) C A.
Definim H; : A — A prin relatia
Hy(v) =H(v).

Va rezulta ci norma operatoriald corespunzatoare, notatd generic prin ||H||,, are calitatea ci
IH]l, < 1 si, Hy este contractie, de aceea

[1Hy (1) = Hi ()] < [[#]lo - [l = vl

A doua schems

Consideram o multime nevidd A C cabv(T, X) gi o masurd p° € cabv(T, X) cu proprietatea ci

o def °
H(A) +p° = {H(p) +p°|pe A} C A
Definim

Hy: A — A prin
Ha(p) = H(p) + p°.
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Va rezulta c& norma operatoriald corespunzitoare, notata generic | H||,, are calitatea ci |||, < 1
si Hs este o contractie, deoarece

[ Ha () = Ha(W) || < [[H]lo - |1 = vl

Vom aplica 1n mod concret aceste doua scheme in cazul particular finit.
Dupa cum am véazut (Teorema 4.5.1), in acest caz avem formula (valida pentru orice v €
cabu(T, X)):

Vom lucra pentru R} in loc de R;, prin urmare, In acest caz vom avea
M
H(v) =) Riowi(v)
i=1

Deoarece |R*||, = || R||», putem folosi conditiile ( 4.16) ,traduse” in acest caz in forma

M
SR <1
i=1

M
SR+ 1) <1 (4.17)
=1

M
S IRillo i <1
1=1

In cele ce urmeaza, vom simplifica notatiile, dupa cum urmeaza:
— scriem H 1n loc de H (nu este pericol de confuzie, in baza acestei explicatii);
— scriem cabv(X) in loc de cabv(T, X);
Pentru orice v € cabu(X), introducem notatia speciala
cabv(X,v) ={p € cabv(X) | p(T) = v}
Se vede c8, dacd vy si vo sunt in cabv(X,v), rezultd ci
vy — v € cabu(X,0).

(ne amintim ca cabv(X,0) = cabv(T, X, 0))
De asemenea, vom folosi, pentru orice a > 0 gi v € X, notatiile

B (X) ={p € cabv(X) | ||u|| < a} (norma variationald)
B.(X,v) = B,(X) Ncabv(X,v)
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